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 1قضْطٍْح - جاٍؼح الإخىج ٍْرىسي

               قضٌ اىفٍزٌاء

 

 

 

 1ٍقٍاس اىفٍزٌاء 

 

 ٍناٍّل اىْقطح اىَادٌح

 

 اىضْح الأوىى ػيىً اىَادج

 

 ىٍَِ حَذىى

 أصرار ٍحاضش قضٌ أ           
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 أٞ آٌخ ، ٌٚٙزا فٟٙ "machine" اٌزٟ رؼٕٟ "mêkhanê"أطً وٍّخ ِىب١ٔه ِٓ : ٍذخو 

٘زا اٌفشع ِٓ اٌؼٍَٛ اٌزغش٠ج١خ ٠ؼذ ِٓ . قىاٍِّ اىحشمح واىضنىُرؼشف ثبٌؼٍُ اٌزٞ ٠ذسط 

 .ألذَ إٌظش٠بد اٌف١ض٠بئ١خ

 :   رزٕبٚي اٌّىب١ٔه اٌؼبِخ اٌّظب٘ش اٌزب١ٌخ 

 . ٚرذسط ششٚؽ اٌزٛاصْ ٌغٍّخ ١ِىب١ٔى١خ : (la statique)اىضنىُ  ـ 

ٚرظف ؽشوخ الأعغبَ ِٓ دْٚ إٌظش فٟ  : (la cinématique) ـ حشمح اىْقطح اىَادٌح 

 .الأعجبة اٌزٟ أدد إ١ٌٙب

ٚرذسط اٌؾشوخ ِغ سثطٙب  :  (la dynamique) ـ حشمٍح أو ذحشٌل اىْقطح اىَادٌح

فٟٙ رغّؼ ثزٛلغ خظبئض اٌؾشوخ ِٚغبس اٌغغُ ػٕذِب رىْٛ . ثبلأعجبة اٌزٟ أدد إ١ٌٙب

 .  اٌمٛٞ اٌزٟ رؤصش ف١ٗ ِؼشٚفخ
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 ٍشاجؼح ػيى الأشؼح : اىفصو الأوه

I - ذؼاسٌف : 

 :اىَقذاس اىضيًَ واىَقذاس اىشؼاػً - 1

 ؽج١ؼخ اٌّمبد٠ش اٌف١ض٠بئ١خ ِزٕٛػخ ، فجؼؼٙب رغّٝ 

ِظؾٛثب  (أٚ داٌخ)ٟٚ٘ اٌزٟ ٠زطٍت رؾذ٠ذ٘ب ِؼبًِ ٚاؽذ ٠ىْٛ ػبدح ػذد ؽم١مٟ : ٍقادٌش صيٍَح  *

إٌخ ٟ٘ ِمبد٠ش ... E ، اٌطبلخ  P  ، اٌؼغؾ t   ، اٌضTِٓ   ، دسعخ اٌؾشاسحmاٌىزٍخ . ثٛؽذح اٌم١بط

 .ع١ٍّخ

  ٠ٛعذ ٔٛع آخش ِٓ اٌّمبد٠ش اٌف١ض٠بئ١خ ٠غّٝ 

، اٌمٛح      𝑉اٌغشػخ  . ٟٚ٘ اٌزٟ ٠زطٍت رؾذ٠ذ٘ب ص٠بدح ػٍٝ شذرٙب ، ارغبٖ ٌٍّمذاس: اىَقادٌش اىشؼاػٍح  *

𝐹 ٟاٌؾمً اٌىٙشثبئ    𝐸   ...   رّضً ٘زٖ اٌّمبد٠ش ثغُٙ ٠غّٝ شؼبع. إٌخ ٟ٘ ِمبد٠ش شؼبػ١خ  . 

 اٌزٞ ٠ىزت ثشعُ عُٙ فٛلٗ    Vاٌشؼبع  . اٌشؼبع ٘ٛ لطؼخ ِغزم١ّخ ِٛعٙخ ٠ّضً ػبدح ثغُٙ: اىشؼاع - 2

=  𝑉  ٚٔىزت        𝐴𝐵ِّضً ثبٌغُٙ   𝐴𝐵       .  

  ٟ٘ ٔمطخ ثذا٠خ اٌشؼبع أٚ ٔمطخ رأص١ش اٌشؼبعA  إٌمطخ 

 .رّضً ٔٙب٠خ اٌشؼبع ٟٚ٘ اٌزٟ رؾذد ارغب٘ٗ ٚ شذرٗ  Bإٌمطخ  

  .A  فٟ إٌمطخ   ٠𝑉ّضً لٛح أٚ شذح اٌّمذاس اٌف١ض٠بئٟ اٌّّضً ثبٌشؼبع    AB  ؽٛي اٌمطؼخ 

𝑉   

A 

B 
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اٌّغزم١ُ اٌزٞ ٠ؾًّ اٌشؼبع ، ٠ّىٓ رٛع١ٙٗ ثطش٠مخ و١ف١خ، ٠ٚغّٝ ِٛعٗ اٌشؼبع                    

(direction du vecteur) . ٓالارغبٖ اٌّٛعت اٌزٞ ٘ٛ ٔفظ ارغبٖ : وً ِٛعٗ ٠ّىٓ أْ ٠أخز ارغب١٘

 .اٌشؼبع ٚالارغبٖ اٌغبٌت اٌّؼبوظ لارغبٖ اٌشؼبع

 

 

 

 

 .     V  أٚ     𝑉   ة   ٠𝑉شِض ٌط٠ٍٛخ اٌشؼبع  . رغبٚٞ ؽٛي اٌمطؼخ اٌّغزم١ّخ اٌزٟ رّضٍٗ طىٌيح اىشؼاع  

 ػٕذِب رىْٛ ٌّٙب ٍرضاو٠ٌٍِىْٛ شؼبػبْ . رغبٚٞ ؽ٠ٍٛخ اٌشؼبع اٌزٞ ٠ّضٍٙبشذج ٍقذاس فٍزٌائً شؼاػً 

 ػٕذِب رىْٛ ٌّٙب ٔفظ اٌط٠ٍٛخ ٌٚىٓ ارغب١ّ٘ٙب ٍرؼامضٍِٔفظ اٌط٠ٍٛخ ٚٔفظ الارغبٖ ٠ٚىْٛ شؼبػبْ 

+  𝑉:   ِزؼبوغبْ ٠ؼٕٟ أْ      ′𝑉     ٚ  𝑉. ِزؼبوغبْ 𝑉′    = 0  .  

  شؼبع اٌٛاؽذح .  𝑒 أٚ    ٠𝑢شِض ٌٗ ػبدح ة . 1 طىٌيره ذضاوي ٘ٛ شؼبع شؼاع اىىاحذج أٚ شؼاع اىىحذج

𝑢      ٌٍشؼبع𝑉      ٟ٠ؼشف ثبٌّمذاس اٌشؼبػ𝑢  =
𝑉   

 𝑉    
.  

  .  𝑢ارغبٖ ِٛعٗ اٌشؼبع ٠ؾذد ػبدح ثبرغبٖ شؼبع اٌٛاؽذح  

 :ٌذ٠ٕب ؽغت اٌشىً 

𝑉1
    =  𝑉1

     . 𝑢  = 𝑉1 . 𝑢     (𝑉1 > 0) 

𝑉2
    = − 𝑉2

     . 𝑢  = 𝑉2. 𝑢     (𝑉2 < 0) 

𝑉   

(Δ) 

+ 

- 

  (Δ) : ِٛعٗ اٌشؼبع  V    

 

𝑢   

𝑉1
     

𝑉2
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 𝑉1 ٚ V2 ٓػٍٝ اٌزٛاٌٟ اٌم١ُ اٌغجش٠خ ٌٍشؼبػ١ ٟ٘ V1
     ٚ V2

 . ػٍٝ اٌّٛعٗ     

فٟ ِىب١ٔه إٌمطخ اٌّبد٠خ ٔغزؼًّ أشؼخ ِم١ذح ِضً شؼبع اٌغشػخ ٚشؼبع اٌزغبسع : اىشؼاع اىَقٍذ - 3

٠ىْٛ اٌشؼبع اٌّم١ذ ِؼشفب رّبِب ػٕذ رؾذ٠ذ ٔمطخ رأص١شٖ ٚارغب٘ٗ ٚؽ٠ٍٛزٗ . اٌّم١ذاْ ثبٌٕمطخ اٌّزؾشوخ 

 .ِٚٛعٙٗ

 

 

 

فٕمطخ اٌزأص١ش غ١ش ِؾذدح . شؼبع اٌمٛح اٌزٟ رؤصش ػٍٝ ؽجً ِشذٚد ٘ٛ شؼبع ِٕضٌك : اىشؼاع اىَْزىق - 4

ِغ  (Δ) ػٕذِب رٕزمً ٔمطخ رأص١شٖ ػٍٝ ِٛعٗ اٌشؼبع شؼاع ٍْزىقٔؾظً ػٍٝ . ػٍٝ ؽبًِ اٌشؼبع 

 .اٌّؾبفظخ ػٍٝ ؽ٠ٍٛزٗ ٚارغب٘ٗ 

 

 

 

 

 ٠ٚىفٟ ٌزؼش٠فٙب ؽ٠ٍٛخ ٚارغبٖ ، أشؼح حشجاٌؾغبثبد اٌش٠بػ١بر١خ ػٍٝ الأشؼخ رغزؼًّ : اىشؼاع اىحش- 5

 .أِب ٔمطخ اٌزأص١ش فٟٙ ٔمطخ و١ف١خ ِٓ اٌفؼبء 

 

 

●   A   

𝑉   

●   A   

𝑉   

𝑉   

(Δ)  

 

𝑉   
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𝑉1 ػٕذِب ٠ىْٛ شؼبػبْ :الأشؼح اىَرضاٌشج - 6
     ٚ  V2

  ِزٛاص١٠ٓ ٌّٚٙب ٔفظ اٌط٠ٍٛخ ٚٔفظ الارغبٖ ٔمٛي      

  . ٍرضاٌشاُػّٕٙب أّٔٙب

 

 

 

                     𝑉1
     =  𝑉2

        ٚ  (Δ1) // (Δ2)    ْرغزٍضَ أ    𝑉1
    = V2

      

 "شؼاػاُ ٍرضاٌشاُ هَا دائَا ٍرضاوٌاُ                                 "

𝑉1 ١ٌىٓ شؼبػبْ  :جَغ الأشؼح - 7
      ٚ  𝑉2

       𝑂𝐴 ِٓ اٌفؼبء ٔشعُ شؼبػب  Oأطلالب ِٓ أٞ ٔمطخ   .     

𝑉1   ٌِغب٠شا  
𝑉2  ٌ اٌّغب٠ش       𝐴𝐵  صُ اٌشؼبع      

𝑉1 ٍجَىع اىشؼاػٍِ   ٠غبٚٞ       𝑂𝐵اٌشؼبع   .     
      ٚ  𝑉2

      

=      𝑂𝐵 :  ٚٔىزت   𝑉1
    + 𝑉2

        . 

 

 

 

 

 

 

 

(Δ1) 

(Δ2) 

𝑉1
     

𝑉2
     

𝑉1
     

𝑉2
     

O 

A 

B 
𝑉1
    + 𝑉2

     

O 

A 

B 

𝑉1
    + 𝑉2

     

𝑉1ٟ٘ ثذا٠خ اٌشؼبع  O  إٌمطخ
     

 و١ف١خ  Oإٌمطخ  

V2
      

𝑉1
     𝑉2
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 : خىاص جَغ الأشؼح 

𝑉1:     ػ١ٍّخ رجذ١ٍ٠خ أٞ  ●
    + 𝑉2

    = 𝑉2
    + 𝑉1

     

𝑉1:   ػ١ٍّخ رغ١ّؼ١خ أٞ  ●
    +  𝑉2

    + 𝑉3
     =  𝑉1

    + 𝑉2
     + 𝑉3

     

+  𝑉:   ػ١ٍّخ عّغ الأشؼخ رٍّه ػٕظشا ؽ١بد٠ب  ● 0  = 0  + 𝑉  = 𝑉   

+  𝑉:    وً شؼبع ٠ٍّه ػٕظش ٔظ١ش ٘ٛ  اٌشؼبع اٌّؼبوظ ٌٗ  ●  −𝑉   =  −𝑉   + 𝑉  = 0   

 .ػ١ٍّخ اٌغّغ ػٍٝ الأشؼخ رشىً صِشح رجذ١ٍ٠خ  : خلاصح

  .ℝ  ِٓ ِغّٛػخ الأػذاد اٌؾم١م١خ  λ  ِٚمذاس عٍّٟ    𝑉  ١ٌىٓ شؼبع  :جذاء شؼاع فً ٍقذاس صيًَ  - 8

=    λ ٛ٘    :𝑊  فٟ    𝑉  إٌبرظ ػٓ عذاء      𝑊اٌشؼبع        𝜆. 𝑉   ٌٚذ٠ٕب  : 

     ● 𝑉    ٚ     𝑊      ٚ  ٌّٗٙب ٔفظ اٌّٛع 𝑊     =  𝜆 .  𝑉    

  .  فّٙب فٟ الارغبٖ اٌّؼبوظ λ <  0  ٌّٙب ٔفظ الارغبٖ ٚإرا وبْ      𝑉    ٚ  𝑊   فئْ  λ > 0  إرا وبْ  ●     

 :عذاء شؼبع فٟ ِمذاس عٍّٟ ٠ٍّه اٌخبط١خ اٌزٛص٠ؼ١خ أٞ : خىاص اىجذاء فً ٍقذاس صيًَ     

        𝜆 𝑉1
    + 𝑉2

     = 𝜆𝑉1
    + 𝜆𝑉2

      ٚ    𝜆 + 𝜇 𝑉  = 𝜆𝑉  + 𝜇𝑉  ٚ    𝜆 𝜇𝑉   = (𝜆𝜇)𝑉   

   : اٌمغّخ ػٍٝ ِمذاس عٍّٟ  ● 
𝑉   

𝜆
=

1

𝜆
. 𝑉  (      قضَح شؼاع ػيى شؼاع ٍَْىػح) 
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ثبعزؼّبي خٛاص عّغ الأشؼخ ٚاٌغذاء فٟ ِمذاس عٍّٟ ، ٠ّىٓ أْ : قاػذج اىرَثٍو و ّظاً الإحذاثٍاخ  - 9

∦ 𝑎    ٚ𝑏  (  𝑎   ػٍٝ شىً ػلالخ خط١خ ٌشؼبػ١ٓ غ١ش ِزٛاص١٠ٓ  𝑉ٔىزت أٞ شؼبع   𝑏   )  ٞأ:  

     𝑉  = 𝜆𝑎 + 𝜇𝑏     .    ٟاٌضٕبئ(𝑎 , 𝑏  )   ٌٝ٠ّىٓ أْ ٠غزؼًّ ومبػذح ٌزّض١ً وً الأشؼخ اٌزٟ رٕزّٟ إ

, 𝑎)اٌّغزٛٞ   𝑏   . )λ ٚ  μ رغّٝ ِشوجبد اٌشؼبع فٟ ٘زٖ اٌمبػذح  . 

, 𝑎)  لا ٠ٕزّٟ إٌٝ اٌّغزٛٞ   𝑉ػٕذِب ٠ىْٛ    𝑏  )  ٠غت إػبفخ شؼبع ، 

 ٌىزبثخ أٞ شؼبع ِٓ اٌفؼبء رٞ اٌضلاصخ أثؼبد ثؾ١ش    c   صبٌش

𝑎 ∦ 𝑏  ∦ 𝑐   ٚاٌمبػذح  (𝑎 , 𝑏  , 𝑐 ) رشىً ِب ٠ؼشف ثبٌمبػذح اٌّجبششح  . 

=  𝑉    :ٚٔىزت  𝜆𝑎 + 𝜇𝑏  + 𝜏𝑐  .  λ ٚ  μٚ   τِشوجبد اٌشؼبع ٟ٘   𝑉    فٟ اٌمبػذح  (𝑎 , 𝑏  , 𝑐 ) .  

, 𝑎) إٌٝ اٌمبػذح  O   ثئػبفخ ٔمطخ ثذا٠خ 𝑏  , 𝑐 )   ٍٝٔؾظً ػ 

, O,𝑎)اٌّؼٍُ  𝑏  , 𝑐 )  .إؽذاص١بد إٌمطخ  O  ٍُفٟ اٌّؼ 

  (O,𝑎 , 𝑏  , 𝑐 )  ٟ٘ (0,0,0).  

 

 

  : ٟ٘ اٌمبػذح اٌخبطخ اٌزٟ ٠ىْٛ ف١ٙب : اىقاػذج اىَرؼاٍذج اىَرجاّضح

                     𝑎  =  𝑏   =  𝑐  = 1     ٚ 𝑎 ⊥ 𝑏  ⊥ 𝑐  

 

𝑉   

𝑎  

𝑏   

𝜆𝑎  

𝜇𝑏   

𝑉   

𝑎  

𝑏   𝑐  

𝜇𝑏   

λ𝑎  

𝜏𝑐  

O 



9 
 

           𝑥′𝑂𝑥          ٚ     𝑦′𝑂𝑦          ٚ    𝑧′𝑂𝑧  ٔؼزجش صلاصخ ِؾبٚس: ٍشمثاخ شؼاع فً ٍؼيٌ ٍرؼاٍذ ٍرجاّش  - 10

ِٛلغ  .  ػٍٝ اٌزٛاٌٟ   𝑖   ،  j   ،  𝑘    ِٚظؾٛثخ ثأشؼخ اٌٛاؽذح Oِزؼبِذح ف١ّب ث١ٕٙب ٚرزمبؽغ فٟ إٌمطخ 

,     O, 𝑖)فٟ اٌفؼبء ِؾذد فٟ اٌّؼٍُ    Mٔمطخ و١ف١خ  𝑗    , 𝑘  )  ثبلإؽذاص١بد(x , y , z) ٚاٌشؼبع   𝑂𝑀          

 :٠ىزت 

   𝑂𝑀       = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘    . x ٚ    y  ٚz رغّٝ أ٠ؼب ِشوجبد اٌشؼبع   𝑂𝑀        ٟفٟ اٌّؼٍُ اٌذ٠ىبسر  

(O,𝑖 , 𝑗 , 𝑘   )  ٚٔىزت ػبدح:   𝑂𝑀        
𝑥
𝑦
𝑧
 .  

=  𝑉   :ٌذ٠ٕب  𝑉𝑥 𝑖 + 𝑉𝑦 𝑗 + 𝑉𝑧𝑘    ٚأ  𝑉   

𝑉𝑥

𝑉𝑦

𝑉𝑧

  

=  𝑉     ِزغب٠شاْ        𝑉   ٚ  𝑂𝑀اٌشؼبػبْ   𝑂𝑀        

 :  ٚٔؾظً ػٍٝ رٌه ٌّب 

    (𝑉𝑥 = 𝑥 , 𝑉𝑦 = 𝑦 , 𝑉𝑧 = 𝑧) 

,       𝑂𝑥 : ػٕذِب ٔأخز  𝑂𝑚        =  𝜑  ٚ   𝑂𝑧       , 𝑂𝑀        = 𝜃  ٠ّىٓ أْ ٔىزت ،  : 

 𝑉𝑥 = 𝑥 =  𝑉   . 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃  ٚ  𝑉𝑦 = 𝑦 =  𝑉   . 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃ٚ    𝑉𝑧 = 𝑧 =  𝑉   . 𝑐𝑜𝑠𝜃  

=   𝑉 ِغ    𝑂𝑀        .  

 : ٠ىزت     𝑉   ٟ٘ ٔٙب٠زٗ فئْ اٌشؼبعB  ٚإٌمطخ    𝑉   ٟ٘ ثذا٠خ اٌشؼبعA  ػٕذا رىْٛ إٌمطخ

      𝑉  = 𝐴𝐵      =  𝑥𝐵 − 𝑥𝐴 𝑖 +  𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 𝑗 + (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)𝑘    ٚأ  𝑉   

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴

𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

   

M

( 

m 

O 
𝑖  

𝑗  

𝑘   

𝑂𝑀        

𝑉   

A 

B 

x 

y 

z 

𝑥 

𝑦 

𝑧 
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𝑥𝐴)ؽ١ش    , 𝑦𝐴  , 𝑧𝐴) إؽذاص١بد إٌمطخ ٟ٘ A   ٚ  (𝑥𝐵  , 𝑦𝐵  , 𝑧𝐵)إؽذاص١بد إٌمطخ ٟ٘   B.  

 : شؼاع اىىاحذج وجٍىب اىرَاً اىَىجهح - 11

   𝑉  ٔؼزجش شؼبع

𝑉𝑥

𝑉𝑦

𝑉𝑧

    𝑢شؼبع اٌٛاؽذح   .   𝑢ٚشؼبع ٚاؽذرٗ     

I  ٌٍشؼبع𝑉    ٠ىزت     :𝑢  =
V   

 V    
   

=  𝑢:   أٞ 
𝑉𝑥

 𝑉    
𝑖 +

𝑉𝑦

 𝑉    
𝑗 +

𝑉𝑧

 𝑉    
𝑘   

𝑢𝑥:   ٟ٘ إرْ     𝑢  ِشوجبد شؼبع اٌٛاؽذح =
𝑉𝑥

 𝑉    
  ،  𝑢𝑦 =

𝑉𝑦

 𝑉    
  ،  𝑢𝑧 =

𝑉𝑧

 𝑉    
 

, 𝛼)  ػٕذِب ٔأخز اٌضٚا٠ب 𝛽 , 𝛾)   ٟ٘  :𝛼 = (𝑂𝑥       , 𝑉  )  ٚ  𝛽 = (𝑂𝑦       , 𝑉  ) ٚ  𝛾 = (𝑂𝑧       , 𝑉  )  ،  

𝑐𝑜𝑠𝛼: فئْ  =
𝑉𝑥

 𝑉    
    ٚ    𝑐𝑜𝑠𝛽 =

𝑉𝑦

 𝑉    
   ٚ   𝑐𝑜𝑠𝛾 =

𝑉𝑧

 𝑉    
 :  ٠ّٚىٓ أْ ٔىزت إرْ 

  𝑢  = 𝑐𝑜𝑠𝛼. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝛽. 𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝛾. 𝑘    ٚأ  𝑢   

𝑐𝑜𝑠𝛼
𝑐𝑜𝑠𝛽
𝑐𝑜𝑠𝛾

 .    𝑐𝑜𝑠𝛼  ٚ  𝑐𝑜𝑠𝛽  ٚ  𝑐𝑜𝑠𝛾   ّٝرغ

  ٚ  𝑢   . α  ٚ  β ٚٔؾظً ػ١ٍٙب ِجبششح ثؾغبة ِشوجبد شؼبع اٌٛاؽذح    𝑉ع١ٛة اٌزّبَ اٌّٛعٙخ ٌٍشؼبع  

γ أىش  رغّٝ صٚا٠ب(Euler) .  ْ٠ّىٓ أْ ٔضجذ ثغٌٙٛخ أ  :𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1.  

II - ػَيٍاخ ػيى الأشؼح:    

𝑉1  ١ٌىٓ شؼبػبْ: اىجذاء اىضيًَ - 1
      ٚ  𝑉2

𝑉1  ٔؼشف اٌغذاء اٌغٍّٟ .     
    . 𝑉2

ثبٌّمذاس اٌغٍّٟ                           

 𝑉1
     .  𝑉2

     . 𝑐𝑜𝑠 𝑉1
    , 𝑉2

𝑉1:    ٚٔىزت          
    . 𝑉2

    =  𝑉1
     .  𝑉2

     . 𝑐𝑜𝑠(𝑉1
    , 𝑉2

    ) 

O 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑖  
𝑗  

𝑘   

𝑉   𝑉   

𝑢   

𝛼 

𝛽 

𝛾 
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−   :         ٌّب 
𝜋

2
< (𝑉1

    , 𝑉2
    ) < 𝜋/2  ْفئ   𝑉1

    . 𝑉2
    > 0   

:        ٚػٕذِب 
𝜋

2
< (𝑉1

    , 𝑉2
    ) < 3𝜋/2   ْفئ   𝑉1

    . 𝑉2
    < 0.  

 

 

 

 

 

 : ثطش٠مخ أخشٜ ، ٠ّىٓ أْ ٔؼجش ػٓ اٌغذاء اٌغٍّٟ وبٌزبٌٟ 

    𝑉1
    . 𝑉2

𝑉1  ؽ٠ٍٛخ  =      
𝑉2اٌم١ّخ اٌغجش٠خ لإعمبؽ    ×      

𝑉1 ػٍٝ ِٛعٗ      
 .  أٚ اٌؼىظ     

𝑉1:          أٞ 
    . 𝑉2

    =  𝑉1
     . 𝑉2 ٚأ       :     𝑉1

    . 𝑉2
    =  𝑉2

     . 𝑉1 

 : خىاص اىجذاء اىضيًَ - 

𝑉1:      رجذ٠ٍٟ  ●
    . 𝑉2

    = 𝑉2
    . 𝑉1

     

. 𝐴:        ػٍٝ اٌؼَّٛ غ١ش رغ١ّؼٟ  ●  𝐵  . 𝐶  ≠  𝐴 . 𝐵   . 𝐶   

. 𝐴:         رٛص٠ؼٟ ثبٌٕغجخ ٌغّغ ا لأشؼخ  ●  𝐵  + 𝐶  = 𝐴 . 𝐵  + 𝐴 . 𝐶  

.𝛼:        رٛص٠ؼٟ ثبٌٕغجخ ٌٍغذاء فٟ ِمذاس عٍّٟ  ● 𝐴 . 𝛽. 𝐵  = 𝛼. 𝛽. 𝐴 . 𝐵     

. 𝐴  :    ٍلاحظح   𝐵  = 𝐴 . 𝐶   ⇏   𝐵  = 𝐶     

𝑉1
     𝑉1

     

𝑉2
     

𝑉2
     

𝑉2 > 0 
𝑉2 < 0 

𝑉1
    . 𝑉2

    > 0 𝑉1
    . 𝑉2

    < 0 

 𝑉2هوالقٌمة الجبرٌة لإسقاط   𝑉2
𝑉1   على موجه    
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, 𝑂) فٟ ِؼٍُ ِزؼبِذ ِٚزغبٔظ  : اىؼثاسج اىرحيٍيٍح ىيجذاء اىضيًَ -  𝑖  , 𝑗  , 𝑘  ) ٌذ٠ٕب : 

   𝑉1
    = 𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘      ٚأ 𝑉1

     

𝑥1

𝑦1

𝑧1

   ٚ    𝑉2
    = 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘      ٚأ 𝑉2

     

𝑥2

𝑦2

𝑧2

  .  

𝑉1اٌغذاء اٌغٍّٟ  
    . 𝑉2

𝑉1:      ٠ىزت      
    . 𝑉2

    = 𝑥1. 𝑥2 + 𝑦1 . 𝑦2 + 𝑧1. 𝑧2  

. 𝑖:               لأْ   𝑖 = 𝑗 . 𝑗 = 𝑘  . 𝑘  = 1    ٚ    𝑖 . 𝑗 = 𝑖 . 𝑘  = 𝑗 . 𝑘  = 0 

=        :   ٠ّٚىٓ أْ ٔىزت أ٠ؼب   (𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2)

1

2   𝑉1
     =  𝑥1

2 + 𝑦1
2 + 𝑧1

2 

 ٚ     :         𝑐𝑜𝑠 𝑉1
    , 𝑉2

     =
𝑉1     .𝑉2     

 𝑉1      . 𝑉2      
=

𝑥1 .𝑥2+𝑦1 .𝑦2+𝑧1 .𝑧2

 𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2 . 𝑥2

2+𝑦2
2+𝑧2

2
   

𝑉1     ٌٍشؼبع     𝑢1ٚ شؼبع اٌٛاؽذح  
    :   

         𝑢1     =
𝑉1     

 𝑉1      
=

𝑥1

 𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2

. 𝑖 +
𝑦1

 𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2

. 𝑗 +
𝑧1

 𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2

. 𝑘   

𝑉1  ١ٌىٓ اٌشؼبػبْ: اىجذاء اىشؼاػً  - 2
       ٚ𝑉2

𝑉1ٔؼشف اٌغذاء اٌشؼبػٟ    .     
    ∧ 𝑉2

   : ثبٌشؼبع      

            𝑊    = 𝑉1
    ∧ 𝑉2

 :   ؽ١ش     

     ●    𝑊     =  𝑉1
     .  𝑉2

     . 𝑠𝑖𝑛(𝑉1
    , 𝑉2

    ) 

     ●   𝑊      ٞٛػّٛدٞ ػٍٝ اٌّغز  (𝑉1
     , 𝑉2

𝑉1 اٌزٞ ٠شىٍٗ اٌشؼبػبْ  (    
      ٚ   𝑉2

    .  

𝑉1)  ٘ٛ ثؾ١ش اٌمبػذح       𝑊 ارغبٖ  ●     
     , 𝑉2

     , 𝑊    )   رىْٛ لبػذح ِجبششح. 
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 : خىاص اىجذاء اىشؼاػً - 

∧ 𝐴:  رجذ٠ٍٟ   (ػىظ)  ػذ ●      𝐵  = −𝐵  ∧ 𝐴  

∧ 𝐴:   غ١ش رغ١ّؼٟ  ●        𝐵  ∧ 𝐶  ≠ (𝐴 ∧ 𝐵  ) ∧ 𝐶   

      ●  𝐴 ∧ 𝐵  = 0              𝐴 = =  𝐵   أٚ    0 ∥ 𝐴    أٚ    0 𝐵         

∧ 𝐴: رٛص٠ؼٟ ثبٌٕغجخ ٌغّغ ا لأشؼخ    ●        𝐵  + 𝐶  = 𝐴 ∧ 𝐵  + 𝐴 ∧ 𝐶    

.𝛼:    رٛص٠ؼٟ ثبٌٕغجخ ٌٍغذاء فٟ ِمذاس عٍّٟ  ●       𝐴 ∧ 𝛽. 𝐵  = 𝛼. 𝛽. 𝐴 ∧ 𝐵   

, 𝑂)اٌّزؼبِذح اٌّزغبٔغخ   فٟ اٌمبػذح: ّرٍجح  𝑖  , 𝑗  , 𝑘  ) ٌذ٠ٕب  : 

     𝑖 ∧ 𝑖 = 𝑗 ∧ 𝑗 = 𝑘  ∧ 𝑘  = 0     ،  𝑖 ∧ 𝑗 = 𝑘     ،  𝑗 ∧ 𝑘  = 𝑖     ،   𝑘  ∧ 𝑖 = 𝑗   

 

𝑊     

𝑊     
𝑉1
     

𝑉1
     

𝑉2
     

𝑉2
     

𝑊    = 𝑉1
    ∧ 𝑉2
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, 𝑂)فٟ ِؼٍُ ِزؼبِذ ِٚزغبٔظ :  اىؼثاسج اىرحيٍيٍح ىيجذاء اىشؼاػً - 𝑖  , 𝑗  , 𝑘  ) ٌذ٠ٕب  : 

   𝑉1
     

𝑥1

𝑦1

𝑧1

     ،   V2
      

𝑥2

𝑦2

𝑧2

   ٚ   W    = V1
    ∧ V2

     Wِشوجبد اٌشؼبع   .      

𝑊𝑥

𝑊𝑦

𝑊𝑧

 :    رؾغت وّب ٠ٍٟ   

   :  𝑊𝑥  اٌّشوجخ   ●    
𝑊𝑥

−
−

 =  

−
𝑦1

𝑧1

 ∧  

−
𝑦2

𝑧2

 =  
𝑦1 . 𝑧2 − 𝑧1. 𝑦2

−
−

         اٌغُٙ :   ؽ١ش 

 ٚثٕفظ اٌى١ف١خ ٔؾغت   .  −      ٠ش١ش إٌٝ عذاء ثبلأشبسح    ٚاٌغُٙ +       ٠ش١ش إٌٝ عذاء ثبلأشبسح  

       : 𝑊𝑦 اٌّشوجخ  ●     

−
𝑊𝑦

−
 =  

𝑥1

−
𝑧1

 ∧  

𝑥2

−
𝑧2

 =  

−
𝑧1. 𝑥2 − 𝑥1. 𝑧2

−
       

     :  𝑊𝑧 اٌّشوجخ  ●      

−
−
𝑊𝑧

 =  
𝑥1

𝑦1

−
 ∧  

𝑥2

𝑦2

−
 =  

−
−

𝑥1. 𝑦2 − 𝑦1 . 𝑥2

  

     𝑊            :        أٞ                          

𝑦1 . 𝑧2 − 𝑧1. 𝑦2

𝑧1. 𝑥2 − 𝑥1 . 𝑧2

𝑥1. 𝑦2 − 𝑦1 . 𝑥2

  

=    Wرٛعذ ؽش٠مخ أخشٜ ٌؾغبة اٌغذاء اٌشؼبػٟ    V1
    ∧ V2

 .   رغّٝ ؽش٠مخ اٌّؾذد      

𝑊    =  
𝑖 𝑗 𝑘  

𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

 =  𝑦1 . 𝑧2 − 𝑧1. 𝑦2 . 𝑖 −  𝑥1. 𝑧2 − 𝑧1. 𝑥2 . 𝑗  

                                                    +  𝑥1. 𝑦2 − 𝑥2 . 𝑦1 . 𝑘   
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𝑉1     اٌّشىٍخ ػSٍِٝغبؽخ ِزٛاصٞ ا لأػلاع  : اىَؼْى اىهْذصً ىيجذاء اىشؼاػً  ●
       ٚ  𝑉2

  رغبٚٞ     

𝑉1ؽ٠ٍٛخ اٌغذاء اٌشؼبػٟ   
    ∧ 𝑉2

𝑆  أٚ        =  𝑉1
    ∧ 𝑉2

     =  𝑉1
     .  𝑉2

     . 𝑠𝑖𝑛(𝑉1
    , 𝑉2

    ) 

 

      𝑆 =  𝑉1
     . ℎ =  𝑉1

     .  𝑉2
     . 𝑠𝑖𝑛(𝑉1

    , 𝑉2
    )          

 

 

𝑉0ِٛاص ٌٍشؼبع   (Δ) اٌّغزم١ُ :ّرٍجح  ●
𝑉1الأشؼخ   .     

      ،  𝑉2
      ،   ....  ،𝑉𝑛

  O  اٌزٟ ٌٙب ٔفظ اٌّجذأ    

𝑉0:  رؾمك اٌؼلالخ  (Δ)ٚٔٙب٠برٙب رٕزّٟ ع١ّؼٙب إٌٝ اٌّغزم١ُ 
    ∧ 𝑉1

    = 𝑉0
    ∧ 𝑉2

    =. . . . = 𝑉0
    ∧ 𝑉𝑛

     .  

𝑉0:  ٌج١بْ رٌه ٠ىفٟ أْ ٔلاؽع أْ 
    ∧ 𝑉𝑛

    = 𝑉0
    ∧ (𝑉1

    + 𝛼. 𝑉0
 .R    ٠ٕزّٟ إ𝛼ٌٝ   ؽ١ش  (    

     

 

 

 

 :ٔغّٟ اٌغذاء اٌّخزٍؾ ٌٙزٖ الأشؼخ اٌّمذاس .  𝑎   ،  𝑏    ،  𝑐ٌزىٓ صلاصخ أشؼخ  : اىجذاء اىَخريظ - 3

𝑎 . (𝑏  ∧ 𝑐 ) 

لا رزغ١ش ل١ّخ اٌغذاء اٌّخزٍؾ ػٕذ إعشاء رجذ٠ً ٌلأشؼخ ف١ّب ث١ٕٙب ثبعزؼّبي :  خٛاص اٌغذاء اٌّخزٍؾ ●

 . رٕبٚة دائشٞ 

𝑉1
     

𝑉2
     

S h 

(Δ) 

𝑉0
     

𝑉1
     𝑉2

     𝑉𝑛
     

O 

. . . . . . . . 
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           𝑎 . (𝑏  ∧ 𝑐 ) = 𝑐 . (𝑎 ∧ 𝑏  ) = 𝑏  . (𝑐 ∧ 𝑎 )                     

 

 أؽذ ● شؼبػبْ ِزٛاص٠بْ  ● الأشؼخ اٌضلاصخ رّٕٟ إٌٝ ٔفظ اٌّغزٛٞ  ●: ٠ىْٛ اٌغذاء اٌّخزٍؾ ِؼذِٚب ٌّب 

 .الأشؼخ ِؼذِٚب 

. 𝑎 )اٌغذاء اٌّخزٍؾ :  اٌّؼٕٝ إٌٙذعٟ ٌٍغذاء اٌّخزٍؾ ● (𝑏  ∧ 𝑐            ً٠غبٚٞ ؽغُ ِزٛاصٞ اٌغطٛػ اٌّشى  

𝑉:  أٞ  .   𝑎  ، 𝑏   ، 𝑐ػٍٝ الأشؼخ   =  𝑎 . (𝑏  ∧ 𝑐 ) .  

. 𝑎: ٠ىْٛ  (𝑏  ∧ 𝑐 ) > , 𝑎)  ٌّب اٌمبػذح 0 𝑏  , 𝑐 )  ِجبششح . 

 ٚ :𝑎 . (𝑏  ∧ 𝑐 ) < , 𝑎)  ٌّب اٌمبػذح 0 𝑏  , 𝑐 )  غ١ش ِجبششح . 

 

 

 

ٔغّٟ اٌغذاء اٌشؼبػٟ اٌّؼبػف  .  𝑎   ،  𝑏    ،  𝑐ٌزىٓ صلاصخ أشؼخ  : : ٍضاػف اىجذاء اىشؼاػً - 4

∧ 𝑎: ٌٙزٖ الأشؼخ اٌشؼبع  (𝑏  ∧ 𝑐 )   ٚاٌزٞ ٠ؾمك اٌّغبٚاح  : 

𝑎 ∧ (𝑏  ∧ 𝑐 ) = (𝑎 . 𝑐 ). 𝑏  − (𝑎 . 𝑏  ). 𝑐 = 𝑏  . (𝑎 . 𝑐 ) − (𝑎 . 𝑏  ). 𝑐  

∧ 𝑎:  ِٓ اٌّغبٚاح اٌغبثمخ ٠ّىٓ أْ ٔغزٕزظ أْ  (𝑏  ∧ 𝑐 ) ≠ (𝑎 ∧ 𝑏  ) ∧ 𝑐 .  

 

 

𝑎  

𝑏   
𝑐  

𝑎  

𝑏   

𝑐  
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III - اىذواه اىشؼاػٍح: 

 .t  ٠ٚزؼٍك ارغب٘ٙب ٚؽ٠ٍٛزٙب ثبٌّزغ١شح    t ٟ٘ داٌخ شؼبػ١خ ٌٍّزغ١شح اٌغ١ٍّخ𝐹 (𝑡) ٔمٛي أْ  

𝐹 (𝑡) :       ِضبي  = 𝐹𝑥 𝑡 . 𝑖 + 𝐹𝑦 𝑡 . 𝑗 + 𝐹𝑧 𝑡 . 𝑘   

                        = 4𝑖 + 3𝑡2𝑗 + 𝑐𝑜𝑠2𝑡 𝑘    

 :   ؽ١ش 𝐹′    (𝑡) ثبٌذاٌخ اٌشؼبػ١خ    t  ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١شح𝐹 (𝑡) ٔؼشف ِشزمخ اٌذاٌخ  

                         𝐹′    (𝑡) = lim∆𝑡→0
𝐹 (𝑡+∆𝑡)−𝐹 (𝑡)

∆𝑡
=

𝑑𝐹 (𝑡)

𝑑𝑡
 

𝐹 (𝑡):                 ٌّب رىْٛ  = 𝐹𝑥(𝑡). 𝑖 + 𝐹𝑦 (𝑡). 𝑗 + 𝐹𝑧(𝑡). 𝑘   

𝐹′    (𝑡):    فئْ  =
𝑑𝐹 (𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝐹𝑥

𝑑𝑡
. 𝑖 +

𝑑𝐹𝑦

𝑑𝑡
. 𝑗 +

𝑑𝐹𝑧

𝑑𝑡
. 𝑘  = 𝐹′𝑥(𝑡). 𝑖 + 𝐹′𝑦 (𝑡). 𝑗 + 𝐹′𝑧(𝑡). 𝑘   

 :ٌذ٠ب   . 𝑈   (𝑡)  ٚ  V   (t) ٚاٌذٚاي اٌشؼبػ١خ    g(t)ٌزىٓ اٌذاٌخ اٌغ١ٍّخ :  خٛاص الإشزمبق ●

                          
𝑑

𝑑𝑡
 𝑔(𝑡) ∙ 𝑉  (𝑡) =

𝑑𝑔 𝑡 

𝑑𝑡
. 𝑉  (𝑡) + 𝑔(𝑡).

𝑑𝑉   (𝑡)

𝑑𝑡
 

                        
𝑑

𝑑𝑡
 𝑈   (𝑡). 𝑉  (𝑡) =

𝑑𝑈    𝑡 

𝑑𝑡
. 𝑉  (𝑡) + 𝑈   (𝑡).

𝑑𝑉   (𝑡)

𝑑𝑡
 

                   
𝑑

𝑑𝑡
 𝑈   (𝑡) ∧ 𝑉  (𝑡) =

𝑑𝑈   (𝑡)

𝑑𝑡
∧ 𝑉  (𝑡) + 𝑈   (𝑡) ∧

𝑑𝑉   (𝑡)

𝑑𝑡
 

                  𝑉  (𝑡).
𝑑𝑉   (𝑡)

𝑑𝑡
=

1

2
.
𝑑 𝑉   (𝑡) 

2

𝑑𝑡
=  𝑉  (𝑡) .

𝑑 𝑉   (𝑡) 

𝑑𝑡
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𝐹 (𝑡)ٌزىٓ اٌذاٌخ   :  ذناٍو اىذواه اىشؼاػٍح  ● = 𝐹𝑥 𝑡 . 𝑖 + 𝐹𝑦 𝑡 . 𝑗 + 𝐹𝑧 𝑡 . 𝑘  .   

 :  ٘ٛ 𝐹 (𝑡)     رىبًِ اٌذاٌخ  

               𝐹 (𝑡). 𝑑𝑡 =  𝐹𝑥(𝑡). 𝑖 . 𝑑𝑡 +  𝐹𝑦 (𝑡). 𝑗 . 𝑑𝑡 +  𝐹𝑧(𝑡). 𝑘  . 𝑑𝑡 

 :   فئْ اٌزىبًِ اٌغبثك ٠ىزت  t  أشؼخ  صبثزخ  أٞ لا رزغ١ش ثذلاٌخ   𝑖   ٚ  𝑗  ٚ   𝑘  ٚػٕذِب رىْٛ   

             𝐹 (𝑡). 𝑑𝑡 = 𝑖 .  𝐹𝑥(𝑡). 𝑑𝑡 + 𝑗 .  𝐹𝑦 (𝑡). 𝑑𝑡 + 𝑘  .  𝐹𝑧(𝑡). 𝑑𝑡 

 

 أػَاه ٍىجهح

 

, 𝑂    فً معلم متعامد ومتجانس:01 التمرين  𝑖 , 𝑗 ,  𝑘     نعتبر النقطتٌن  𝑃 2,1,1   و  𝑄(4, −2,3).  

  .Q  و  Pوأعط مركباته ثم أحسب المسافة بٌن          𝑃𝑄مثل هندسٌا الشعاع  - 1 

   .     U   و أحسب شعاع  واحدته       𝑃𝑄  ل  المساٌر       OAمثل فً المعلم الشعاع  - 2 

𝑂𝐴1مثل الأشعة  - 3 
           ،  𝑂𝐴2

𝑂𝐴3  و          
   على المستوٌاتAهً مساقط النقطة    A3  و  A1    ، A2   حٌث         

 𝑂𝑥      , 𝑂𝑦              ،  𝑂𝑥      , 𝑂𝑧           و 𝑂𝑦      , 𝑂𝑧        . 

,      𝑂𝑥   التً تنتمً إلى المستوي B  أوجد إحداثٌات النقطة 4-  𝑂𝑦          بحٌث ٌكون: 

𝑂𝐴1  عمودٌا على الشعاع        𝑂𝐵  الشعاع-            أ
         

 ( الحالة أ فقط والبقية في المنزلبيمكن الاكتفاء )   

𝑂𝐴2  لشعاعا على اعمودي        𝑂𝐵  الشعاع-           ب
          

𝑂𝐴3   موازٌا للشعاع        𝑂𝐵 الشعاع  -    ج
          

, 𝑂   فً معلم متعامد و متجانس :02التمرين  𝑖 , 𝑗 ,  𝑘    ًبٌن أن من أجل الشعاع الكٌف 𝐴  لدٌنا دائما: 

. ) = -         أ  )   + ( .  )   + ( .  )A A i i A j j A k k
       

 

Cos )  = -       ب    + Cos    +  Cos   )A A i j k  
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,   ,   على التوالً مع   𝐴 هً الزواٌا التً ٌصنعها  γ  و  α ،   β حٌث    k j i
  

جٌوب التمام )  

 .(الموجهة 

  .  𝐴ب  ماذا تمثل هذه الجٌوب بالنسبة لشعاع الواحدة المرتبط 

= 𝐴عندما ٌكون  - ج   3i − 6j + 2k    أحسب  α ،  β  و  γ وتأكد من العلاقة   : 

   𝑐𝑜𝑠2α + cos2β + cos2γ = 1. 

 

A 6   2   3  : لتكن مجموعة الأشعة :  03 التمرين i j k  
  

،   3   3  -  2 B i j k 
  

 و   

  3  -  2  C i j
  

     .  

 .و أشعة الواحدة المرفقة بها,  أحسب طوٌلة كل شعاع 1- 

U     أحسب 2-  A B 
 

    ,    2  -  3 V A B
 

-    و       2   3 W A B C 
  

 . 

 

= 𝐴لدٌنا الشعاعان   - 1 : 04 التمرين    2𝑖 + 3𝑗 + 5𝑘  و  𝐵  = 4𝑖 + 5𝑗     أحسب طوٌلة كل   

 .         منهما

. 𝐴 أحسب الجداء السلمً  2-  𝐵    ثم أستنتج الزاوٌة  𝐴  ,  𝐵    بٌنهما. 

 :  تأكد من العلاقة . B  و A  والمسافة بٌن        𝐴𝐵 ما هً مركبات الشعاع  -3 

       𝐴𝐵       
2

=  𝑂𝐴       
2

+  𝑂𝐵       
2
− 2 𝑂𝐴       .  𝑂𝐵       𝑐𝑜𝑠 𝑂𝐴       ,  𝑂𝐵        . 

 .        بٌن أن هذه العلاقة تبقى صحٌحة فً الحالة العامة

=       𝑂𝐴 عندما تكون  - 4   𝑂𝐵         بٌن أن أقطار المعٌن المشكل على الأشعة  𝑂𝐴       و  𝑂𝐵      متعامدة . 

 

,    A   ثم أستنتج بطرٌقة أخرى الزاوٌة  (   A     B أحسب الجداء الشعاعً - 5   B    .    ما هو شعاع الواحدة 

        𝑈       للشعاع  A     B   ).  

=    𝑊 نعرف الشعاع   6- 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 − 2𝑘    أوجد ، y   و  x  لٌكون  𝑈       هو أٌضا شعاع واحدة ل 

𝑊     . 
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-    ٌعطى الشعاعان    : 05 التمرين         V i j k    
  

W     -      و    i j x k  
  

 حٌث  

 :   إن أمكن بدلالة هذه  الثوابت حتى ٌكون xحدد قٌمة الوسٌط   .   ثوابت γ  و α  ,  βأن 

     //  V W
 

       ،    V


 ┴  W


)   ،     الزاوٌة       , )V W
 

  . π/4 تساوي  

 

= 𝐴:  لتكن الأشعة :06التمرين  𝑖 + 3𝑗 + 2𝑘    ،  𝐵  = −𝑖 − 2𝑗 + 3𝑘   و  𝐶 = 2𝑖 − 𝑗 − 2𝑘    

A .  :  أحسب   1- B
 

   ،  .  A C
 

B.     و  C


 

A :  أحسب كذلك 2-   B
 

  ،  A C
 

B  و  C


   

, ) أوجد الزاوٌة 3-   )B C


    

)أحسب مساحة متوازًٌ الأضلاع المشكلٌن من الشعاعٌن 4-    ,  )A B
 

, )  و    )B C


   

A (    )   أحسب الجداء المضاعف  5-   B C 
 

A(   )     و   B C 
 

 ماذا تستنتج ؟ .     

A. (    )  : أحسب الجداء المختلط 6-   B C
 

)   و         ) . B C A
 

)و         ) . C A B
  

ماذا  .  

 . هذا الجداء تلاحظ ؟  ماذا ٌمثل 

 

:  لتكن مجموعة الأشعة   -1  : 07التمرين 
1  2   5  -3 V i j k 

  
  و  

2   -   -    4 V i j k 
  

   

   و    
3   -2   2  -   V i j k 

  
 :  إن كان ذلك ممكنا حتى ٌكون α أوجد قٌمة الوسٌط  .  

  
1 2 3       //   V V V k  

  

  ،  1 2 3       //   V V V j  
   

  ، 1 2 3       //  V V V i  
   

       و  

1 2 3        0V V V   
  

     .    

 :  حتى ٌكون β  و α أوجد قٌمة الوسٌطٌن  2-
3 1 2   V V V  
  

   

 :  أحسب3-
1 2 3 . (    )V V V
  

 ، 
1 2 3(    ) .   V V V
  

  ، 
1 2 3 (   )V V V 
  

           و 
1 2 3(   )V V V 
  

𝑉1):    أحسب الجداء المختلط 4-
     𝑉2

    ) ∙ 𝑉  3 و   
3 2 1(   ) . V V V
  

  ، ماذا تلاحظ ؟ 

  :  أحسب الجداء المضاعف 5-
1 2 3(   )  V V V 
  

 و  
1 2 3 (   )V V V 
  

   ، ماذا تلاحظ ؟ 
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-  5   2    : لٌكن فً الفضاء  ذي الثلاث أبعاد ، الشعاع : 08 التمرين   3 U i j k 
  

 والنقطة  

(2,1,-1)    A  والنقطة   B ( x , y , z) . 

 :  بحٌث ٌكون B أوجد إ حداثٌات النقطة  1-

 AB U
 

  ،  ماذا تمثل مجموعة هذه  النقاط  

 //  AB U
 

 ،  ماذا تمثل مجموعة هذه  النقاط  

//    :   حتى ٌكون الجداء B أوجد إحداثٌات النقطة  2-   U AB k
 

  ،       U AB k 
 

    

 

):   لتكن الدالة الشعاعٌة :09التمرين  )V t


 :   بحٌث تكتب من الشكل  t  تابعة للزمن 

( )  ( )   ( )   ( ) x y zV t V t i V t j V t k  
  

 

dV/dt||    d||V||/dt||:   بٌن فً الحالة العامة أن 1-
 

  ، متى تتحقق المساواة  

. : بٌن أن المساواة 2- /     || || . || || /V dV dt V d V dt
   

)صحٌحة مهما كانت عبارة     )V t


   

|| إذا كانت   3- ||    V Cte


)   بٌن أن     )  ( ) /V t dV t dt
 

     

  

𝑅  (𝑡)  لتكن الدالة الشعاعٌة : 10التمرين  = 𝑋 𝑡 𝑖 +  𝑌 𝑡 𝐽 + 𝑍(𝑡)𝑘    فً المعلم   

 𝑂, 𝑖  , 𝑗  , 𝑘     حٌث  𝑋 𝑡    ، 𝑌 𝑡   و  𝑍 𝑡 لمتغٌرة  هً دوال ل  tقابلة للإشتقاق   . 

 :    بٌن أن- 1
𝑑𝑅  

𝑑𝑡
=

𝑑𝑋 𝑡 

dt
𝑖 +  

𝑑𝑌 𝑡 

𝑑𝑡
𝑗 +  

𝑑𝑍(𝑡)

𝑑𝑡
𝑘      

𝑅  (𝑡)عندما تكون - 2 = 3𝑒−2𝑡 𝑖  +  2 𝑐𝑜𝑠 3𝑡 𝐽 + 2 𝑠𝑖𝑛 3𝑡 𝑘     أحسب   
𝑑𝑅  

𝑑𝑡
   ،    

𝑑2𝑅  

𝑑𝑡2   

 هما  يوشدت
𝑑𝑅  

𝑑𝑡
      و 

𝑑2𝑅  

𝑑𝑡2 𝑡  لما    = 0. 

عندما تكون  - 3 
𝑑2𝑅  

𝑑𝑡2 = 6𝑡𝑖 −  24𝑡2 𝑗 + 4 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑘        ما هً عبارة  𝑅  (𝑡)        إذا كان   

+𝑗  𝑅  = 2𝑖  و   
𝑑𝑅  

𝑑𝑡
= −𝑖 − 3𝑘     لما t=0.  
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R   (𝑡) بٌن أن الدالة -4 = 𝑒−𝑡 𝐶1
     𝑐𝑜𝑠 2𝑡 +  𝐶2

     𝑠𝑖𝑛 2𝑡   تمثل حلا للمعادلة التفاضلٌة         

𝑑2𝑅  

𝑑𝑡 2 + 2
𝑑𝑅  

𝑑𝑡
+ 5𝑅  = 𝐶1   حٌث     0

𝐶2  و      
 .   شعاعان ثابتان     

مشكل على محاور جملة الإحداثٌات   a نعتبر مكعب طول ضلعه (: امتحان قصير )11التمرين 

 رّضً ِشاوض ٚعٖٛ اٌّىؼت اٌّشىٍخ ػٍٝ ِؾبٚس عٍّخ A ، B ٚ Cإٌمبؽ . (xO ¸ yO ¸ zO)الدٌكارتٌة 

 .الإؽذاص١بد

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .  غ١ش ِزٛاص٠خ ٚلا رٕزّٟ ٌّغزٛٞ ٚاؽذ  a   ، b    ،  c ٔؼزجش صلاصخ أشؼخ  :(اٍرحاُ قصٍش) 12اىرَشٌِ 

.  ٘زٖ الأشؼخػٍٝاٌّشىً V   ِب ٘ٛ ؽغُ ِزٛاصٞ اٌغطٛػ -1

=    ∗𝑐:  ٔؼشف الأشؼخ  -2
1

V
 a  ∧ b     ،   𝑏∗     =

1

V
 c ∧ a      ،   𝑎∗     =

1

V
 b  ∧ c  ؽ١ش   V  

 .٘ٛ ؽغُ ِزٛاصٞ اٌغطٛػ اٌغبثك

.  aأؽغت  - أ a∗      ،  b  . b∗        ،  c . c∗      ُص  a  . b∗       ،   a  . c∗      ،  b  . c∗    .   

                     .    ∗a∗      ،  𝑏∗       ٚ   c الأشؼخ   ػٍٝ اٌّشىً ∗Vِب ٘ٛ ؽغُ ِزٛاصٞ اٌغطٛػ  - ة

.𝑉: ث١ٓ أْ     𝑉∗ = =  𝐴   𝐵   𝐶:   ٔؼطٟ . 1 𝐵   𝐴 . 𝐶  − 𝐶 (𝐴 . 𝐵  ) 

  .       𝑂𝐴       ، OB        ٚ 𝑂𝐶اٚعذ ِشوجبد الأشؼخ  -1

.      𝑂𝐴اؽغت اٌغذاء اٌغٍّٟ  -2 OB       ٚاعزٕزظ  

,      𝑂𝐴 ل١ّخ  اٌضا٠ٚخ  𝑂𝐵       .  

اؽغت ِغبؽخ ِزٛاصٞ الأػلاع اٌّشىً  -3

ِب ٟ٘ .       OB       ٚ  𝑂𝐶  ػٍٝ اٌشؼبػ١ٓ

ؽذاص١بد إٌمطخ إٌبلظخ ٌزؾذ٠ذ ِزٛاصٞ إ

. الأػلاع ٚأ٠ٓ رمغ

اؽغت ؽغُ ِزٛاصٞ اٌغطٛػ اٌّشىً ػٍٝ  -4

 .       𝑂𝐴          ،OB        ٚ 𝑂𝐶 الأشؼخ 

 

o 

A 

B 

C 

x 

y 

z 
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 جَو الإحذاثٍاخ اىَشهىسج: اىفصو اىثاًّ

 

.  ٕ٘ذعخ إل١ٍذط ثأثؼبد٘ب اٌضلاصخ فٟ اٌفؼبء ٟ٘ إٌٙذعخ إٌّبعجخ ٌذساعخ اٌّىب١ٔه اٌىلاع١ىٟ

ٌزؾذ٠ذ ٔمطخ ِٓ ٘زا اٌفؼبء ٠زطٍت فمؾ . اٌفؼبء إٌٙذعٟ الإل١ٍذٞ ِؾذد ثٛؽذح ل١بط اٌطٛي 

فٟ ٘زا اٌفظً ٔؼطٟ أٔظّخ الإؽذاص١بد الأوضش . رؼ١١ٓ صلاصخ ِؼبِلاد رغّٝ إؽذاص١بد إٌمطخ

 .اعزؼّبلا فٟ رٌه 

I - جَو الإحذاثٍاخ فً اىَضرىي: 

 :جَيح الإحذاثٍاخ اىذٌناسذٍح - 1

 :  أٚ ثشؼبع اٌّٛلغ(x , y) ثئؽذاص١ز١ٓ   M    فٟ ٘زٖ اٌغٍّخ ٠ؾذد ِٛلغ أٞ ٔمطخ 

    𝑂𝑀       = 𝑥. 𝑖 + 𝑦. 𝑗 ِغ      𝑂𝑀        =  𝑥2 + 𝑦2 .   

     𝑖  ٚ  𝑗رز١ّض ٘زٖ اٌغٍّخ ثىْٛ أشؼخ اٌٛاؽذح  

,𝑂) ٌمبػذح الإعٕبد 𝑖 , 𝑗 )اٌّزغبٔغخ صبثزخ   اٌّزؼبِذح. 

     : أٞ     
𝑑𝑖 

𝑑𝑡
=

𝑑𝑗 

𝑑𝑡
= 0   

 

 :جَيح الإحذاثٍاخ اىقطثٍح - 2

  .      𝑂𝑥 وّجذأ ِٚؾٛس Oٌزؼش٠ف ٘زٖ اٌغٍّخ ٔأخز ٔمطخ    

 . اٌّؾٛس اٌمطجٟ       𝑂𝑥  ٠غّٝ اٌمطت ٚاٌّؾٛس  Oاٌّجذأ  

y 

O x 

𝑖  

𝑗  

𝑂𝑀        

𝑀(𝑥, 𝑦) 

x 

y 

𝑀(𝜌, 𝜃) 

O 
x 

𝜃 

 𝑂𝑀        = 𝜌 
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 O اٌزٟ رجؼذ ثٙب ػٓ اٌمطت  𝜌  ِٓ اٌّغزٛٞ ٠ؾذد ِٛلؼٙب فٟ ٘زٖ اٌغٍّخ ثبٌّغبفخ  M  أٞ ٔمطخ 

=        𝑂𝑀 : إرْ  .       𝑂𝑥 ِغ اٌّؾٛس         𝑂𝑀 اٌزٟ ٠شىٍٙب اٌشؼبع  𝜃ٚاٌضا٠ٚخ   𝜌  ٚ    𝑂𝑥      , 𝑂𝑀        = 𝜃.  

𝜌:   ٌزؾذ٠ذ ِٛالغ ع١ّغ ٔمبؽ اٌّغزٛٞ ٠غت  ∈  0, ∞  ٚ  𝜃 ∈  0,2𝑘𝜋  .  

 ٘ٛ ٔفغٗ اٌّؾٛس       𝑂𝑥 ػٕذ اٌّشٚس ِٓ الإؽذاص١بد اٌمطج١خ إٌٝ اٌذ٠ىبسر١خ أٚ اٌؼىظ ٔخزبس اٌّؾٛس اٌمطجٟ  

𝑂𝑥       ػلالبد اٌّشٚس ٟ٘ .   ٌلإؽذاص١بد اٌذ٠ىبسر١خ: 

        𝑥 = 𝜌. 𝑐𝑜𝑠𝜃 ٚ 𝑦 = 𝜌. 𝑠𝑖𝑛𝜃   

𝜌  :أٚ  =  𝑥2 + 𝑦2    ٚ    𝑡𝑔𝜃 =
𝑦

𝑥
 

 

 

 

,𝑂)  ٌٍّؼٍُ اٌمطجٟ       𝑢𝜌       ٚ  𝑢𝜃أشؼخ اٌٛاؽذح   𝑢𝜌     , 𝑢𝜃     ) ٍٟرؼشف وّب ٠ : 

● 𝑢𝜌     شؼبع اٌٛاؽذح ٌٍشؼبع ٛ٘   𝑂𝑀        ٞأ ،   :𝑢𝜌     =
𝑂𝑀        

 𝑂𝑀         
=

𝑂𝑀        

𝜌
إرْ شؼبع اٌّٛلغ فٟ الإؽذاص١بد  . 

=       𝑂𝑀:  اٌمطج١خ ٠ىزت دائّب  𝜌. 𝑢𝜌      .  

● 𝑢𝜃       ْٔؾظً ػ١ٍٗ ثذٚسا  𝑢𝜌         ثضا٠ٚخ
𝜋

2
  .(أٔظش اٌشىً) 𝜃    فٟ ارغبٖ دٚساْ اٌضا٠ٚخ

=     𝑢𝜌:     فٟ الإؽذاص١بد اٌذ٠ىبسر١خ ٠ىزت      𝑢𝜌 اٌشؼبع  
𝑂𝑀        

𝜌
=

𝑥 .𝑖 +𝑦 .𝑗 

𝜌
=

𝜌 .𝑐𝑜𝑠𝜃 .𝑖 +𝜌 .𝑠𝑖𝑛𝜃 .𝑗 

𝜌
  

𝑢𝜌      
𝑢𝜃      

x 

y 𝑀(𝜌, 𝜃) 

𝑢𝜌      𝑢𝜃      

x 

y 

𝑖  

𝑗  

𝜌 

𝜃 

𝑂 
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=     𝒖𝝆:  أٞ  𝒄𝒐𝒔𝜽. 𝒊 + 𝒔𝒏𝜽. 𝒋    ٚأ   𝑢𝜌      
𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃

  ثذٚساْ       𝑢𝜃      ٛ٘  𝑢𝜌ٚثّب أْ   .  
𝜋

2
 :    فئٔٗ ٠ىزت

𝑢𝜃     = 𝑢𝜌      𝜃 = 𝜃 + 𝜋
2  = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝜋

2  . 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝜋
2  . 𝑗  

=     𝒖𝜽      :إرْ               −𝒔𝒊𝒏𝜽. 𝒊 + 𝒄𝒐𝒔𝜽. 𝒋      ٚأ    𝑢𝜃      
−𝑠𝑖𝑛𝜃
   𝑐𝑜𝑠𝜃

 .  

.     𝑢𝜌:   ٠ّىٓ أْ ٔزأوذ ثغٌٙٛخ أْ    𝑢𝜃     = ⊥     𝑢𝜌:     أٞ 0 𝑢𝜃     .  

,𝑂)  ٠ز١ّض اٌّؼٍُ اٌمطجٟ   𝑢𝜌     , 𝑢𝜃     )  ثىْٛ أشؼخ اٌٛاؽذح  𝑢𝜌       ٚ  𝑢𝜃       غ١ش صبثزخ ، فؼٕذِب رٕزمً إٌمطخ  

M  ِٛلغ إٌٝ ِٛلغ أخش فئْ اٌضا٠ٚخ ِٓ 𝜃  ٟ٘رزغ١ش ٠ٚزغ١ش ِؼٙب ارغب  𝑢𝜌       ٚ  𝑢𝜃      .  ْٚٔز١غخ ٌزٌه فئ

 : ٌذ٠ٕب t ػٕذِب ٔشزك ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١شح  .   ١ٌغذ ِؼذِٚخ     𝑢𝜌       ٚ  𝑢𝜃ِشزمبد  

  
𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝜃
.
𝑑𝜃

𝑑𝑡
ِغ      

𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝜃
= −𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑗 = 𝑢𝜃      . ْإر  :

𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝑡
=

𝑑𝜃

𝑑𝑡
. 𝑢𝜃      

. 

  :  اٌضِٓ فئٕٔب ٔىزت ػبدح t   ػٕذِب رّضً اٌّزغ١شح  
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝜃   ،  ٞأ :   

𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝑡
= 𝜃 . 𝑢𝜃      

:     ٚثٕفظ اٌطش٠مخ ٔغذ  
𝑑𝑢𝜃      

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢𝜃      

𝑑𝜃
.
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= −

𝑑𝜃

𝑑𝑡
. 𝑢𝜌     = −𝜃 . 𝑢𝜌     .  

II - جَو الإحذاثٍاخ فً اىفضاء:  

       𝑂𝑥         ،  𝑂𝑦        ،   𝑂𝑧   فٟ ٘زٖ اٌغٍّخ ٠غٕذ اٌفؼبء صلاصخ ِؾبٚس:جَيح الإحذاثٍاخ اىذٌناسذٍح - 1

, 𝑖 )   رّضً اٌّجذأ ٌّؼٍُ ِزؼبِذ ِزغبٔظOٔمطخ اٌزمبؽغ . ِزؼبِذح 𝑗 , 𝑘  )  ؽ١ش 𝑖  ٚ  𝑗   ٚ  𝑘   أشؼخ ٟ٘  

,𝑥)ِٓ اٌفؼبء ِؾذدح ثبلإؽذاص١بد    Mفٟ ٘زا اٌّؼٍُ أٞ ٔمطخ .اٌٛاؽذح ٌٍمبػذح  𝑦, 𝑧) أٚ ثشؼبع اٌّٛلغ   :
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𝑂𝑀       = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘   .  رغط١خ وً اٌفؼبء ٠زطٍت :𝑥 ∈  −∞, +∞   ،  𝑦 ∈  −∞, +∞  ،  

𝑧 ∈  −∞, +∞ .  

 

 

,𝑥)  : ٌىً 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3  ⟷ٔمطخ      Mٚاؽذح 

 

 

 .ػادج ، ذضرؼَو جَيح الإحذاثٍاخ اىذٌناسذٍح ػْذٍا ذنىُ اىَشنيح اىَذسوصح ىٍضد ىها ذْاظش       

رٛعذ ِغبئً ف١ض٠بئ١خ وض١شح رظٙش ارغبٖ رٕبظش ِفؼً أٚ ثؼجبسح أخشٜ :  جَيح الإحذاثٍاخ الأصطىاٍّح - 2

فٟ ِضً ٘زٖ اٌؾبٌخ ِٚٓ أعً رغ١ًٙ . رٍّه ِؾٛس رٕبظش ِضً ؽشوخ دٚساْ ٚأغؾبة ؽٛي ِؾٛس 

اٌؾغبثبد ٔفؼً أْ ٔأخز ثؼ١ٓ الاػزجبس ٘زا اٌزٕبظش ٚٔغزؼًّ ِب ٠غّٝ ثغٍّخ الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ ٔغجخ 

 :رؼشف عٍّخ الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ وّب ٠ٍٟ  .        𝑂𝑧إٌٝ الأعطٛأخ اٌزٟ رٍّه ِؾٛس رٕبظش ٔغ١ّٗ 

 ، ٔخزبس ِؾٛس       𝑂𝑧  اٌؼّٛدٞ ػٍٝ ِؾٛس اٌزٕبظش (اٌّؼشف ثبلإؽذاص١بد اٌمطج١خ  )  فٟ اٌّغزٛٞ اٌمطجٟ 

𝑂𝑥        (  ٟػبدح اٌّؾٛس اٌمطج) ٚارغبٖ دٚساْ ؽٛي  𝑂𝑧        (  ٔأخز ػبدح الارغبٖ اٌّٛعت) .  ،ٌلإ٠ؼبػ

أٞ .       𝑂𝑧  فٟ اٌّغزٛٞ اٌمطجٟ اٌؼّٛدٞ ػٍٝ        𝑂𝑦 اٌّؾٛس     ،      𝑂𝑥اٌشىً ٠ؼطٟ ص٠بدح ػٍٝ اٌّؾٛس 

,𝜌)ِٓ اٌفؼبء ٠ّىٓ رؾذ٠ذ٘ب فٟ ٘زٖ اٌغٍّخ ثبلإؽذاص١بد  M ٔمطخ  𝜃, 𝑧) ٍٟوّب ٠ : 

x 

y 

z 

𝑥 

𝑦 

z 

M(x,y,z) 

m 

O 
𝑖  

𝑗  

𝑘   

𝑂𝑀        
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   ●  𝜌  رّضً ثؼذ إٌمطخ M  ػٓ اٌّؾٛس  𝑂𝑧       .  إرا وبٔذ إٌمطخm   إعمبؽ ٟ٘  M ٞٛػٍٝ اٌّغز  

𝜌:  اٌمطجٟ فئْ  =  𝑂𝒎          .   ٚػٕذِب ٔأخز إٌمطخ P  إعمبؽ ٟ٘ M ػٍٝ اٌّؾٛس  𝑂𝑧       ٌذ٠ٕب أ٠ؼب  :

𝜌 = 𝑃𝑀  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

,      𝑂𝑥)  ٟ٘ اٌضا٠ٚخ  θ  اٌضا٠ٚخ  ● 𝑂𝒎        ) أٞ صا٠ٚخ اٌذٚساْ ؽٛي اٌّؾٛس 𝑂𝑧      أطلالب ِٓ اٌّؾٛس   𝑂𝑥       

ٌذ٠ٕب       𝑂𝑥     اٌّٛاصٞ ٌٍّؾٛس'      𝑃𝑥ػٕذِب ٔأخز اٌّؾٛس  .         O𝒎  فٟ اٌّغزٛٞ اٌمطجٟ إٌٝ أْ ٔظً إٌٝ

𝜃:  أ٠ؼب = (𝑃𝑥′       , 𝑃𝑀       ) ٓلأْ اٌّغز١٠ٛ  (𝑂𝑥      , 𝑂𝒎        )   ٚ  (𝑃𝑥′       , 𝑃𝑀       ) ِْزٛاص٠ب   . 

 ●  z  اسرفبع ٟ٘  M ٞػٓ اٌّغزٛٞ اٌمطجٟ أ   :𝑧 = 𝑂𝑃  ٚأ  𝑧 = 𝒎𝑀.  

𝜌:  ٠ّىٓ رغط١خ وً اٌفؼبء ِٚشح ٚاؽذح ثغؼً ٘زٖ الإؽذاص١بد رزغ١ش فٟ اٌّغبلاد  ∈  0, +∞  ٚ  

𝜃 ∈  0,2𝜋   ٚ  z ∈  −∞, +∞ .  

𝑀(𝜌, 𝜃, 𝑧) 

m 

O 

P 

z 

x 

x' 

y 

𝜌 

𝜃 

𝜃 

𝜌 

z 

𝑢𝜌      

𝑢𝜌      

𝑢𝜃      

𝑢𝜃      

𝑘   

𝑘   

𝑂𝑀        
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,𝜌)وً ِغّٛػخ ل١ُ : ذْثٍه   𝜃, 𝑧) ٌلإؽذاص١بد رٛافك ٔمطخ ٚاؽذح ِٓ اٌفؼبء ٌٚىٓ اٌؼىظ غ١ش طؾ١ؼ 

 رٍّه الإؽذاص١بد        𝑂𝑧  رٕزّٟ إٌٝ اٌّؾٛس Mفىً ٔمطخ  .  غ١ش ِؼشفخ       𝑂𝑧 ٌٍّؾٛس 𝜃لأْ اٌضا٠ٚخ  

(0, θغ١ش ِؼشفخ, 𝑧). 

 : ٠ّىٓ اٌّشٚس ِٓ عٍّخ الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ إٌٝ اٌذ٠ىبسر١خ أٚ اٌؼىظ ثبعزؼّبي اٌؼلالبد اٌزب١ٌخ   

         𝑥 = 𝜌. 𝑐𝑜𝑠𝜃        ،        𝑦 = 𝜌. 𝑠𝑖𝑛𝜃       ،         𝑧 = 𝑧 

𝜌       أٚ =  𝑥2 + 𝑦2        ،      𝑡𝑔𝜃 =
𝑦

𝑥
        ،           𝑧 = 𝑧   

,𝑂)فٟ عٍّخ الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ أشؼخ اٌٛاؽذح ٌٍمبػذح اٌّزؼبِذح اٌّزغبٔغخ  𝑢𝜌     , 𝑢𝜃     , 𝑘  ) ِؼشفخ وّب 

 ٍٟ٠: 

  ●  𝑢𝜌       شؼبع اٌٛاؽذح اٌمطشٞ ٌٍشؼبع ٛ٘  𝑂𝒎         ٚأ  𝑃𝑀           :  𝑢𝜌     =
𝑂𝒎        

 𝑂𝒎         
=

𝑂𝒎        

𝜌
 

𝑢𝜃       ●    ٍٝشؼبع اٌٛاؽذح اٌؼّٛدٞ ػ ٛ٘  𝑢𝜌      ٟ(وّب ٘ٛ فٟ الإؽذاص١بد اٌمطج١خ )  فٟ اٌّغزٛٞ اٌمطج  

⊥     𝑢𝜌          أٞ    𝑢𝜃      ٞٛ٠ٕٚز١ّبْ إٌٝ اٌّغز(𝑂𝑥      , 𝑂𝑦      )   ٍٝاٌؼّٛدٞ ػ  𝑂𝑧      . 

  ●  𝑘   شؼبع اٌٛاؽذح ٌّؾٛس اٌزٕبظش ٛ٘  𝑂𝑧        ٍٝاٌؼّٛدٞ ػ 𝑢𝜌       ٚ   𝑢𝜃          ٠ٚشىً ِؼّٙب اٌمبػذح   

,     𝑢𝜌)       اٌّجبششح    𝑢𝜃     , 𝑘  ).   𝑘   شؼبع صبثذ ٛ٘   . 

=       𝑂𝑀:       ٠ىزت        𝑂𝑀شؼبع اٌّٛلغ      𝑂𝒎        + 𝒎𝑀         = 𝜌. 𝑢𝜌     + 𝑧. 𝑘  .   

=     𝑢𝜌   :فً الإحذاثٍاخ اىذٌناسذٍح ىذٌْا  𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑗    ،   𝑢𝜃     = −𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑗     ٚ 

       𝑘  = 𝑘       .    ِِٓشزمبد أشؼخ اٌٛاؽذح ثبٌٕغجخ  ٌٍض 𝑡  ٚاٌضا٠ٚخ  𝜃 ٟ٘    : 
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𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝜃
= 𝑢𝜃      ، 

𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝑡
= 𝜃 . 𝑢𝜃      ،   

𝑑𝑢𝜃      

𝑑𝜃
= − 𝑢𝜌      ،

𝑑𝑢𝜃      

𝑑𝑡
= −𝜃 . 𝑢𝜌       ، 

𝑑𝑘  

dt
=

dk   

dθ
= 0    

 رّضً O ( Oػٕذ دساعخ ظٛا٘ش ف١ض٠بئ١خ رزؼٍك فمؾ ثبٌجؼذ ػٓ ٔمطخ صبثزخ  : جَيح الإحذاثٍاخ اىنشوٌح - 3

 رغّٝ عٍّخ الإؽذاص١بد ٠Oفؼً فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ اعزؼّبي عٍّخ إؽذاص١بد ِجذأ٘ب   (ِشوض رٕبظش اٌّشىٍخ 

,M  ٟ٘ (𝑟الإؽذاص١بد اٌىش٠ٚخ ٌٕمطخ  .  اٌىش٠ٚخ  𝜃, 𝜑) ٌٟاٌّؼشفخ وبٌزب  : 

  ●  𝑟 رّضً ثؼذ  M ػٓ اٌّشوض O:     𝑂𝑀        = 𝑟 

  ●  𝜃 = (𝑂𝑧      , 𝑂𝑀       ) 

   ●  𝜑 = (𝑂𝑥      , 𝑂𝒎        ) 

   𝒎   ِغمؾ إٌمطخ ٛ٘ Mٞٛػٍٝ اٌّغز   

   𝑂𝑥      , 𝑂𝑦         ٍٝاٌؼّٛدٞ ػ  𝑂𝑧       .  

          

,      𝑂𝑥    اٌّغزٛٞ  𝑂𝑧          اٌّشعغ فٟ رؾذ٠ذ اٌضا٠ٚخ ٛ٘𝜑 .   فأٞ ٔمطخ رٕزّٟ ٌٙزا اٌّغزٛٞ ٌٙب𝜑 = 0.  

,𝑟) ِٓ اٌفؼبء رؾذد ثئؽذاص١بد  Mٌزغط١خ وً اٌفؼبء ِٚشح ٚاؽذح ، أٞ وً ٔمطخ   𝜃, 𝜑) ٚاؽذح ، ٠غت 

 : أخز ٘زٖ الإؽذاص١بد فٟ اٌّغبلاد اٌزب١ٌخ 

                       𝑟 ∈  0, +∞     ،    𝜃 ∈  0, 𝜋      ،     𝜑 ∈  0,2𝜋  

 .  غ١ش ِؼشفخ 𝜑  ٌٙب الإؽذاص١خ         𝑂𝑧إٌمبؽ اٌزٟ رٛعذ ػٍٝ اٌّؾٛس  : ذْثٍه

 : ػلالبد اٌّشٚس ِٓ الإؽذاص١بد اٌىش٠ٚخ إٌٝ اٌذ٠ىبسر١خ ٟ٘ 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑀(𝑟, 𝜃, 𝜑) 

m 

O 

𝑂𝑀        

𝜑 

𝜃 
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          𝑥 = 𝑟. 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃     ، 𝑦 = 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃     ،    𝑧 = 𝑟. 𝑐𝑜𝑠𝜃 

        𝑟 =  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2     ، 𝑡𝑔𝜑 =
𝑦

𝑥      ،    𝑡𝑔𝜃 =
 𝑥2+𝑦2

𝑧
 

 : وّب ٠ٍٟ  (أٔظش اٌشىً) رٛعذ ؽش٠مخ أخشٜ ٌزؼش٠ف الإؽذاص١بد اٌىش٠ٚخ ثى١ف١خ أٚػؼ 

 . ػٓ اٌّشوضMاٌزٞ ٠غبٚٞ ثؼذ إٌمطخ    r ٚٔظف لطش٘ب O صُ ٔشعُ وشح ِشوض٘ب  O ٔؾذد اٌّجذأ ●   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O 

O' 

M 

m 

𝑢𝑟      

𝑢𝜃      

𝑢𝜑       𝜑 

𝜑 

𝜃 

x 

y 

z 

𝜑نصف دائرة خط الطول  = 0 

,      𝑂𝑥)المعٌنة فً المستوي  𝑂𝑧      ) 

 Mٔظف دائشح خؾ اٌطٛي ٌٍٕمطخ 

𝜑ػ١ٍٙب    رجمٝ صبثزخ  

 Mدائشح خؾ اٌؼشع ٌٍٕمطخ 

𝜃صبثزخ ػٍٝ ِؾ١طٙب  

𝜃 =
𝜋

2
 

 دائشح خؾ الاعزٛاء 
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 . ػٍٝ عطؼ اٌىشح فٟ ِٛلؼٙب اٌّؾذدM ٔؼغ إٌمطخ ●  

  ٔؾظً ػ١ٍٙب 𝜃اٌضا٠ٚخ  . M ٠ؾذداْ ثشعُ خطٛؽ اٌطٛي ٚ اٌؼشع ٌٍٕمطخ  𝜃 ٚ  𝜑 اٌضا٠ٚزبْ ●  

 . M اٌّٛعجخ ِغ اٌىشح إٌٝ ٔظً إٌٝ        𝑂𝑧ثبٌذٚساْ ػٍٝ دائشح خؾ اٌطٛي أطلالب ِٓ ٔمطخ رمبؽغ عٙخ  

φ ٔؾظً ػ١ٍٙب ثبٌذٚساْ ػٍٝ دائشح خؾ اٌؼشع أطلالب ِٓ ٔظف دائشح خؾ اٌطٛي  φاٌضا٠ٚخ  = 0 

  .Mإٌٝ أْ ٔظً إٌٝ إٌمطخ  

,𝑂) رؼشف لبػذح الإؽذاص١بد اٌىش٠ٚخ   𝑢𝑟     , 𝑢𝜃     , 𝑢𝜑      ) ٍٟاٌّزؼبِذح اٌّزغبٔغخ وّب ٠ : 

 ● 𝑢𝑟       شؼبع اٌٛاؽذح ٌٍشؼبع ٛ٘ 𝑂𝑀        ٞأ ،   :𝑢𝑟     =
𝑂𝑀        

 𝑂𝑀         
=

𝑂𝑀        

𝑟
ٌٚزٌه فئْ شؼبع اٌّٛلغ  . 

𝑂𝑀        ٟالإؽذاص١بد اٌىش٠ٚخ ٠ىزت دائّب  ف   :OM       = 𝑟. 𝑢𝑟      .  

  ● 𝑢𝜃       ْٔؾظً ػ١ٍٗ ثذٚسا 𝑢𝑟        ثضا٠ٚخ  
𝜋

2
 ٚفٟ ارغبٖ M  فٟ ِغزٛٞ ٔظف دائشح خؾ اٌطٛي ٌٍٕمطخ  

 .  ٠ٕٚزّٟ إٌٝ ِغزٛا٘ب M  ِّٚبعٟ ٌذائشح خؾ اٌطٛي فٟ       𝑢𝑟  ٔبظّٟ ػٍٝ       𝜃 . 𝑢𝜃رضا٠ذ 

  ● 𝑢𝜑        شؼبع اٌٛاؽذح اٌزٞ ٠ىًّ اٌمبػذح ٛ٘  (𝑢𝑟     , 𝑢𝜃     , 𝑢𝜑      ) ثؾ١ش رىْٛ ِجبششح  :𝑢𝜑      = 𝑢𝑟      𝑢𝜃      . 

𝑢𝜑       ٟإرْ ِّبعٟ ٌذائشح خؾ اٌؼشع ف ٛ٘ Mِٞٛشوض دائشح خؾ اٌؼشع ٘ٛ .  ٠ٚٛعذاْ فٟ ٔفظ اٌّغز

O' ٞٚٚٔظف لطش٘ب ٠غب 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃 ٚاٌّؾٛس 𝑂𝑧      ػّٛدٞ ػ١ٍٙب  . 

,     𝑢𝑟)  اٌؼلالبد اٌزٟ رشثؾ اٌمبػذح   𝑢𝜃     , 𝑢𝜑      )  ثبٌمبػذح  (𝑖 , 𝑗 , 𝑘  ) ٟ٘   : 

         𝑢𝑟     =
𝑂𝑀        

𝑟
=

𝑥 .𝑖 +𝑦 .𝑗 +𝑧 .𝑘  

𝑟
=

𝑟 .𝑐𝑜𝑠𝜑 .𝑠𝑖𝑛𝜃 .𝑖 +𝑟 .𝑠𝑖𝑛𝜑 .𝑠𝑖𝑛𝜃 .𝑗 +𝑟 .𝑐𝑜𝑠𝜃 .𝑟 

𝑟
 

=     𝑢𝑟:               إرْ    𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑘    
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=     𝑢𝜃  :   ٌذ٠ٕب 𝑢𝑟     (𝜃 = 𝜃 +
𝜋

2
 : ٚٔغذ  (

𝑢𝜃     = 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑗 − 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑘   

   ٚ                            :𝑢𝜑      = 𝑢𝑟     ∧ 𝑢𝜃     = −𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑗      

 :ٍشرقاخ أشؼح اىىاحذج  

𝑑𝑢𝑟     

𝑑𝑡
=  𝜃 . 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜑 . 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃 . 𝑖 +  𝜃 . 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜑 . 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃 . 𝑗 

− 𝜃 . 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑘   

 
𝑑𝑢𝑟     

𝑑𝑡
= 𝜃  𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝜃𝑗 − 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑘    

+𝜑  −𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑗   

𝒅𝒖𝒓     

𝒅𝒕
= 𝜽 . 𝒖𝜽     + 𝝋 . 𝒔𝒊𝒏𝜽. 𝒖𝝋       

𝑑𝑢𝜃     

𝑑𝑡
=  −𝜃 . 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝜑 . 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜑 . 𝑖 

+  −𝜃 . 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜑 . 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑐𝑜𝑠𝜃 . 𝑗 − 𝜃 . 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑘   

𝑑𝑢𝜃     

𝑑𝑡
= −𝜃  𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑘   

+ 𝜑  −𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑗   

𝒅𝒖𝜽     

𝒅𝒕
= −𝜽 . 𝒖𝒓     + 𝝋 . 𝒄𝒐𝒔𝜽. 𝒖𝝋       

𝒅𝒖𝝋      

𝒅𝒕
= −𝝋  𝒄𝒐𝒔𝝋. 𝒊 + 𝒔𝒊𝒏𝝋. 𝒋  = −𝝋  𝒔𝒊𝒏𝜽. 𝒖𝒓     + 𝒄𝒐𝒔𝜽. 𝒖𝜽       
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III - اىطىه اىؼْصشي ، اىَضاحح اىؼْصشٌح ، اىحجٌ اىؼْصشي : 

    إٌٝ  M   اٌزٞ رٕزمً ف١ٗ ٔمطخ ِٓ    𝑑𝑙 ٔغّٟ اٌطٛي اٌؼٕظشٞ ، ؽٛي الأزمبي اٌلإِزٟٙ فٟ اٌظغش ● 

M'   0ثؾ١ش  ⟵ 𝑀𝑀′             ٚٔىزت: 

                    𝑑𝑙    = lim𝑀⟶𝑀′ 𝑀𝑀′          = lim𝑀⟶𝑀′ (𝑂𝑀′         − 𝑂𝑀       ) = 𝑑𝑂𝑀        

 . ، اٌّغبؽخ اٌلإِز١ٙخ فٟ اٌظغش اٌّشعِٛخ ػٍٝ أزمب١ٌٓ ػٕظش١٠ٓ 𝑑𝑆 ٔغّٟ اٌّغبؽخ اٌؼٕظش٠خ  ● 

 .  اٌؾغُ اٌّشىً ػٍٝ صلاصخ أزمبلاد ػٕظش٠خ 𝑑𝑉 ٔغّٟ اٌؾغُ اٌؼٕظشٞ ●  

 : فً الإحذاثٍاخ اىذٌناسذٍح - 1

 

 𝑑𝑙    = 𝑀𝑀′          = 𝑑𝑥. 𝑖 + 𝑑𝑦. 𝑗 + 𝑑𝑧. 𝑘   

          𝑑𝑙      ِٓ 𝑂𝑀 ٠ّىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ 

  

  𝑑𝑙    = 𝑑𝑂𝑀       = 𝑑𝑥. 𝑖 + 𝑑𝑦. 𝑗 + 𝑑𝑧. 𝑘   

= 𝑑𝑖:  لأْ  𝑑𝑗 = 𝑑𝑘  = 0        .  𝑑𝑙     =  𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2    

,      𝑂𝑥 فٟ اٌّغزٛٞ  𝑂𝑦         اٌّغبؽخ اٌؼٕظش٠خ    :𝑑𝑆 = 𝑑𝑥. 𝑑𝑦 

,      𝑂𝑥 فٟ اٌّغزٛٞ  𝑂𝑧         اٌّغبؽخ اٌؼٕظش٠خ    :𝑑𝑆 = 𝑑𝑥. 𝑑𝑧 

,      𝑂𝑦 فٟ اٌّغزٛٞ  𝑂𝑧         اٌّغبؽخ اٌؼٕظش٠خ    :𝑑𝑆 = 𝑑𝑦. 𝑑𝑧 

𝑂𝑀       = 𝑥. 𝑖 + 𝑦. 𝑗 + 𝑧. 𝑘   

𝑀(𝑥 , 𝑦 , 𝑧) , 𝑀′(𝑥 + 𝑑𝑥 , 𝑦 + 𝑑𝑦 , 𝑧 + 𝑑𝑧)              

x 

y 

z 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

M 

M' 

O 
𝑖  

𝑗  

𝑘   

y+dy 

x+dx 

z+dz 

 

O x 

y 

dx 

dy 

dS 
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dx  ٚ dy  ٚ dz   :𝑑𝑉  اٌؾغُ اٌؼٕظشٞ ٘ٛ اٌؾغُ اٌّشىً ػٍٝ = 𝑑𝑥. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧.  

  : فً الإحذاثٍاخ اىقطثٍح - 2

   𝑀(𝜌, 𝜃)  ،  𝑀′(𝜌 + 𝑑𝜌, 𝜃 + 𝑑𝜃) 

 𝑑𝑙    = 𝑀𝑀′          = 𝑑𝜌. 𝑢𝜌     + 𝜌. 𝑑𝜃. 𝑢𝜃      

 𝑑𝜃لأْ ؽٛي اٌمٛط اٌّشىً ػٍٝ اٌضا٠ٚخ  

 ٛ٘𝜌. 𝑑𝜃 ٖٚاٌشؼبع اٌّشافك ٌٗ ٘ٛ فٟ الارغب  𝑢𝜃     .  

  .       𝑂𝑀 ِٓ ػجبسح شؼبع اٌّٛلغ   𝑑 ٠ّىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ ػجبسح  

    𝑂𝑀       = 𝜌. 𝑢𝜌             ⟸    𝑑𝑙    = 𝑑𝑂𝑀       = 𝑑𝜌. 𝑢𝜌     + 𝜌. 𝑑𝜃. 𝑢𝜃      

 :    لإٔٔب سأ٠ٕب أْ 
𝑑𝑢𝜌      

𝑑𝜃
= 𝑢𝜃           ٞأ :   𝑑𝑢𝜌     = 𝑑𝜃. 𝑢𝜃     .     𝑑𝑙     =  𝑑𝜌2 + (𝜌. 𝑑𝜃)2 

.𝑑𝜌  ٚ  𝜌 ٟ٘ اٌّغبح اٌّشىٍخ ػٍٝ dS اٌّغبؽخ اٌؼٕظش٠خ   𝑑𝜃 ْإر   :  𝑑𝑆 = 𝜌. 𝑑𝜌. 𝑑𝜃.  

  : فً جَيح الإحذاثٍاخ الاصطىاٍّح - 2 

,𝑀(𝜌  شؼبع الأزمبي ِٓ   𝜃, 𝑧)ٌٝإ  

 𝑀′(𝜌 + 𝑑𝜌, 𝜃 + 𝑑𝜃, 𝑧 + 𝑑𝑧) 

 :  ٠ىزت ثبعزؼّبي ػلالخ شبي 

 𝑑𝑙    = 𝑀𝑀′          = 𝑑𝜌. 𝑢𝜌     + 𝜌. 𝑑𝜃. 𝑢𝜃     + 𝑑𝑧. 𝑘   

 

𝑑𝜌 

O x 
𝜃 

𝑑𝜃 

𝜌 
M 

M' 

𝑢𝜌      

𝑢𝜃      

dS 

M 

M' 

P(z) 

x' 

z 

𝑑𝜃 

𝑢𝜌      

𝑢𝜃      

𝑘   

z + dz 

𝜌 𝜌 + 𝑑𝜌 

dS 
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=       𝑂𝑀:   ٚٔؾظً ػٍٝ ٔفظ اٌؼجبسح أطلالب ِٓ رفبػً شؼبع اٌّٛلغ  𝜌. 𝑢𝜌     + 𝑧. 𝑘  .  

  𝑑𝑙    = 𝑑𝑂𝑀       = 𝑑𝜌. 𝑢𝜌     + 𝜌. 𝑑𝑢𝜌     + 𝑑𝑧. 𝑘  = 𝑑𝜌. 𝑢𝜌     + 𝜌. 𝑑𝜃. 𝑢𝜃     + 𝑑𝑧. 𝑘   

                       𝑑𝑙     =  𝑑𝜌2 + 𝜌2𝑑𝜃2 + 𝑑𝑧2 

اٌّغبؽخ اٌؼٕظش٠خ اٌّؼزجشح ػبدح ٟ٘ اٌّغبؽخ اٌّأخٛرح ػٍٝ اٌغطؼ اٌغبٔجٟ ٌلأعطٛأخ أٞ ػٍٝ الأزمب١ٌٓ 

.𝜌اٌؼٕظش١٠ٓ  𝑑𝜃 ٚ  dz ٚٔىزت   :𝑑𝑆 = 𝜌. 𝑑𝜃. 𝑑𝑧 .  

𝑑𝑉:   اٌؾغُ اٌؼٕظشٞ ٘ٛ  = 𝑑𝜌 × 𝜌. 𝑑𝜃 × 𝑑𝑧 = 𝜌. 𝑑𝜌. 𝑑𝜃. 𝑑𝑧 

  :فً جَيح الإحذاثٍاخ اىنشوٌح - 4

 

 

 

 

 

,𝑀(𝑟 شؼبع الأزمبي اٌؼٕظشٞ ِٓ  𝜃, 𝜑)  ٌٝإ 𝑀′ (𝑟 + 𝑑𝑟, 𝜃 + 𝑑𝜃, 𝜑 + 𝑑𝜑) ٛ٘   : 

              𝑑𝑙    = 𝑀𝑀′          = 𝑑𝑟. 𝑢𝑟     + 𝑟. 𝑑𝜃. 𝑢𝜃     + 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝜑. 𝑢𝜑        

r ٟ٘  :𝑑𝑆اٌّغبؽخ اٌؼٕظش٠خ ػٍٝ عطؼ اٌىشح اٌزٟ ٌٙب ٔظف اٌمطش  = 𝑟2. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝜃. 𝑑𝜑 ُٚاٌؾغ 

𝑑𝑙    ٛ٘  :𝑑𝑉  ٍاٌؼٕظشٞ اٌّشىً ػٍٝ الأزمبلاد اٌؼٕظش٠خ اٌضلاصخ  = 𝑟2. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝑟. 𝑑𝜃. 𝑑𝜑  

O 

O' 

M 

M' 

dS 
𝑑𝜃 

𝑑𝜑 

𝑂𝑀 = 𝑟 

𝑂′𝑀 = 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃 
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 أػَاه ٍىجهح

,𝑂 ِضً فٟ اٌّؼٍُ اٌذ٠ىبسرٟ  - 1:  1اىرَشٌِ  𝑖 , 𝑗    اٌشؼبع  𝑉1
     

0
3
 ، 𝑀1(2,1)  ػٕذ ٔمطخ اٌزأص١ش   

𝑉2ٚاٌشؼبع  
     

2
−3

  .𝑀2(3,4)   ػٕذ ٔمطخ اٌزأص١ش  

,𝑂 ِضً فٟ اٌّؼٍُ اٌمطجٟ  - ا- 2 𝑈𝜌
     , 𝑈𝜃

,𝑀1(2 إٌمطز١ٓ         𝜋 3 ) ٚ  𝑀2(3, 𝜋  ، صُ ِضً فٟ ( 2

𝑈𝜌)وً ٔمطخ أشؼخ اٌٛاؽذح  
     , 𝑈𝜃

     ).  

=  𝑉:   ، ِضً اٌشؼبع 𝑀1ِٓ أعً ٔمطخ اٌزأص١شاٌغبثمخ -  ة −2𝑈𝜌
     + 3𝑈𝜃

     .  

𝑈𝜌2 ، أػؾ ِشوجبد أشؼخ اٌٛاؽذح 𝑀2ِٓ أعً إٌمطخ اٌغبثمخ  - ط
        ٚ   𝑈𝜃2

 فٟ اٌّؼٍُ        

 .اٌذ٠ىبسرٟ

,𝑂 فٟ اٌّغزٛٞ اٌمطجٟ : 2اىرَشٌِ  𝑢  𝜌 , 𝑢  𝜃    ٔؼزجش ِغّٛػخ إٌمبؽ اٌّؾذدح ثبلإؽذاص١بد ،𝑀(4, 𝜃) . 

ِضً الأشؼخ اٌزب١ٌخ فٟ إٌمبؽ   .  0,2𝜋 فٟ اٌّغبي    𝜃 ٌّب رزغ١ش  Mِضً إٌّؾٕٝ اٌزٞ رشعّٗ  

𝑀𝑖(4, 𝜃𝑖)اٌّشافمخ   - :𝑉  1 = 3𝑢  𝜃    ٟف𝑀1(4,0)   -  𝑉  2 = −2𝑢  𝜌 + 𝑢  𝜃    ٟف𝑀2(4, 𝜋 4 )  

  -𝑉  3 = −4𝑢  𝜌    ٟف𝑀3(4, 𝜋 2 )  -  𝑉  4 = −2𝑢  𝜌 − 𝑢  𝜃    ٟف𝑀4(4,5 𝜋
4 ). 

,𝑀(4 اؽغت ِٚضً فٟ   𝜃)  اٌّشزمبد الأٌٚٝ ٚاٌضب١ٔخ ٌٍشؼبع  𝑂𝑀         ثبٌٕغجخ ٌٍضا٠ٚخ  𝜃 . 

𝜌: ٚفمب ٌٍّؼبدٌخ  𝜃 ثذلاٌخ  اٌضا٠ٚخ  Mٌٕمطخ    𝜌رزغ١ش الإؽذاص١خ اٌمطج١خ  : 3اىرَشٌِ  =
2

𝜋2
𝜃2 + 3 .  

,      𝑂𝑥)   ِضً ػٍٝ اٌّغزٛٞ- 1 𝑂𝑦      )    ّٗإٌّؾٕٝ اٌزٞ رشعM ٌّب   :θ ∈  0,3𝜋 .  

𝜃 اٌّؼشفخ ثبلإؽذاص١خ  Pؽذد ػٍٝ إٌّؾٕٝ إٌمطخ  - 2 = 9𝜋
 :  ِٚضً ػٕذ٘ب اٌشؼبع 4

   𝑉  = 3𝑢  𝜌 − 2𝑢  𝜃 .   ِب ٟ٘ ِشوجبدV       ٍُفٟ اٌّؼ(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) . 

اؽغت اٌشؼبػ١ٓ  - 3
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝜃
  ٚ  

𝑑2𝑂𝑀        

𝑑𝜃 2
𝜃:   ِٚضٍّٙب ػٍٝ إٌّؾٕٝ ٌّب = 0  ،  𝜃 = 𝜋  ،  𝜃 = 2𝜋.  

 :  ِؼشف ثبلإؽذاص١بد(𝐶)ِٕؾٕٝ   Mفٟ عٍّخ الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ رشعُ ٔمطخ  : 4اىرَشٌِ 

        𝜌 = 𝑅 , 𝜃  , 𝑧 =
𝜃

𝑎
 .   صٛاثذ ِٛعجخ𝑅  ٚ  𝑎  ؽ١ش     

𝑅:    ٌّب(𝐶)أسعُ  إٌّؾٕٝ  - 1 = 4   ،   0 ≤ θ ≤ 4π   ،   𝑎 = 𝜋.  
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 ؟ ِب ٟ٘ إؽذاص١برٙب (𝐶) اٌّؼ١ٕخ فٟ الإؽذاص١بد اٌذ٠ىبسر١خ رٕزّٟ إٌٝ  𝑃(2,2,2)ً٘ إٌمطخ  - 2

 . الأعطٛا١ٔخ

 اؽغت   -3
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝜃
  ٚ  

𝑑2𝑂𝑀        

𝑑𝜃 2
𝜃:   ِٚضٍّٙب ػٍٝ إٌّؾٕٝ ٌّب = 0  ،  𝜃 = 𝜋

2 .  

 فوق سطح  Mٌحدد موقع نقطة   .  R=6370 Kmنعتبر الأرض كرة نصف قطرها   :: 5اىرَشٌِ 

 .(زاوٌة خط الطول)  φو    (زاوٌة خط العرض )  λالأرض باستعمال الإحداثٌات الجغرافٌة  

Urأكتب عبارة شعاع الواحدة  - 1
     =

OM        

𝑅
,      𝑂𝑥)  للإحداثٌات الكروٌة  فً المعلم   𝑂𝑦      , 𝑂𝑧       ).  

λ1 هً  M1إذا كانت الإحداثٌات الجغرافٌة لمدٌنة قسنطٌنة المعرفة بالنقطة - 2 = 36 ∙ و    35°

φ1 = 6 ∙ λ2 هً  M 2والإحداثٌات الجغرافٌة لمدٌنة تمنراست  المعرفة بالنقطة   60° = 22 ∙ 79°  

φ2 و  = 5 ∙ 𝑂𝑀1 أحسب الزاوٌة   استنتج الإحداثٌات الكروٌة للمدٌنتٌن ثم،   52°
         , 𝑂𝑀2

          .  

قارن المسافة المحسوبة مع . استنتج المسافة الأقصر بٌن المدٌنتٌن فً النموذج الكروي للأرض- 3

𝑑المسافة   = 1800 𝐾𝑚   ًالدلٌل الخاص بشبكة الطرقات المعطاة ف. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑂 

𝜑 

𝜆 

𝑀 𝑢  𝑟  

𝑥 

𝑦 

𝑧 
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 حشمح اىْقطح اىَادٌح: اىفصو اىثاىث

ؽشوخ إٌمطخ اٌّبد٠خ ٟ٘ دساعخ ؽشوخ الأعغبَ ِٓ دْٚ اٌزؼشع إٌٝ الأعجبة اٌزٟ أدد إ١ٌٙب أٚ : ٍذخو

فٟٙ ٔظش٠خ س٠بػ١خ رغزؼًّ ِفب١ُ٘ اٌفؼبء . ثؼجبسح أخشٜ رجؾش فٟ ٚطف اٌؾشوبد دْٚ رفغ١ش٘ب

 . ٚاٌضِٓ ثّؼٕبّ٘ب اٌف١ض٠بئٟ

 : ٚطف ؽشوخ ٔمطخ ِبد٠خ ٠زطٍت اٌغٛاة ػٍٝ عؤا١ٌٓ 

 رؾذ٠ذٖ ٠غزذػٟ ِؼشفخ ِٛلغ اٌغغُ اٌّزؾشن فٟ وً ٌؾظخٍا هى ٍضاس اىجضٌ اىَرحشك ؟ . 

 رؾذ٠ذ شؼبع اٌغشػخ ٚشؼبع اٌزغبسع ٠غ١ت ػٍٝ رٌهمٍف ٌرحشك اىجضٌ ػيى هزا اىَضاس؟ . 

شؼاع  ٚشؼاع اىضشػح، اىَضاس، شؼاع اىَىقغ:   ٠ٙذف ٘زا اٌفظً إٌٝ رؼش٠ف اٌّفب١ُ٘ الأعبع١خ اٌزب١ٌخ 

 ٌٕمطخ ِبد٠خ رزؾشن فٟ ِشعغ ِؼ١ٓ صُ اٌؾظٛي ػٍٝ ػجبساد شؼبػٟ اٌغشػخ ٚاٌزغبسع فٟ اىرضاسع

 .  اىحشمح راخ ذضاسع ٍشمزيفٟ إٌٙب٠خ عٕذسط ؽشوبد ِؼ١ٕخ ِٕٚٙب . الإحذاثٍاخ اىَشهىسجأٔظّخ 

 :   ٘زا اٌفظً ٠زطٍت اٌزّىٓ ِٓ

 اعزؼّبي عًّ الإؽذاص١بد اٌزٟ سأ٠ٕب٘ب فٟ اٌفظً اٌغبثك. 

 اٌؾغبة اٌشؼبػٟ ٚالإشزمبق ٚاٌزىبًِ ٌٍذٚاي اٌشؼبػ١خ. 

 :   ٟ٘  𝐹 𝑢(𝑡) ٌٍذاٌخ اٌّشوجخ  tاٌّشزمخ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١شح :  ٔزوش ٕ٘ب ثبٌؼلالخ اٌزب١ٌخ 

𝑑𝐹

𝑑𝑡
=

𝑑𝐹

𝑑𝑢
× 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

 

I- ٍفاهٌٍ ػاٍح 

 

 ثأثؼبدٖ اٌضلاصخ ٚاٌزٞ ٠ّىٓ أْ ٔؾذد ف١ٗ ِٛالغ (Euclide)٠ٛافك فؼبء إل١ٍذط : اىفضاء اىفٍزٌائً -1

اٌّجذأ اٌزٞ رمَٛ ػ١ٍٗ ٕ٘ذعخ إل١ٍذط ٘ٛ اػزجبس اٌّغبفخ . ٔمبؽ ثبعزؼّبي عًّ الإؽذاص١بد اٌّؼشٚفخ

 .الألشة ث١ٓ ٔمطز١ٓ فٟ اٌفؼبء ٟ٘ اٌخؾ اٌّغزم١ُ

وً عٙبص ٠غزؼًّ ٌزٌه ٠غّٝ عبػخ . ٘ٛ ِؼبًِ ؽم١مٟ ٠غزؼًّ ٌغؼً رأس٠خ ٌلأؽذاس ٚاٌٛلبئغ: اىزٍِ -2

(Horloge) . ٌم١بط اٌضِٓ، رغزؼًّ اٌغبػخ ظب٘شح ِزٕبٚثخ ِضً الا٘زضاصاد ا١ٌّىب١ٔى١خ ٌزساع ثٕذٚي

(pendule) أٚ الا٘زضاصاد اٌىٙشثبئ١خ ٌجٍٛسح اٌىٛاسرض (quartz) . ِزطٍجبد اٌذلخ ٌم١بط اٌضِٓ أدد

إٌٝ اعزؼّبي ظٛا٘ش ا٘زضاص٠خ ِظذس٘ب اٌف١ض٠بء اٌزس٠خ ٚاٌغبػبد اٌزٟ ٔزغذ ػٓ رٌه ٠ّىٕٙب أْ 
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رغّؼ اٌغبػخ ثئسفبق .  أٞ ثخطأ ٚاؽذ صب١ٔخ ٌىً صلاصخ ِلا١٠ٓ عٕخ14−10رم١ظ اٌضِٓ ثذلخ فٟ ؽذٚد  

 . ٌىً ِٛالغ عغُ ِزؾشن ػٍٝ ؽٛي ِغبسtٖصِٓ 

ٌغٍّخ  O٘زا اٌّشعغ ٔخزبسٖ وّجذأ .  ؽشوخ عغُ رؾذد دائّب ثبٌٕغجخ ٌغغُ آخش ٠غّٝ اٌّشعغ:اىَشجغ -3

        𝑂𝑀 فٟ ٘زٖ اٌغٍّخ ثبٌشؼبع  ٠Mؾذد ِٛلغ اٌغغُ اٌّزؾشن . الإؽذاص١بد اٌزٟ ٔذسط ف١ٙب اٌؾشوخ

 .اٌزٞ ٠غّٝ شؼبع اٌّٛلغ ٚرٌه ثزؼ١١ٓ ِشوجبرٗ

 

 

                                                                                                       

 

 

 

 

 

 ٠غت اٌزأو١ذ ٕ٘ب ػٍٝ ٔغج١خ اٌؾشوخ ٌٍغغُ اٌّزؾشن، لأْ ِشب٘ذاْ ٠ٛعذاْ فٟ ِشعؼ١ٓ ٠زؾشوبْ   

فبٌغغُ اٌزٞ ٠غمؾ شبل١ٌٛب داخً ػشثخ . ثبٌٕغجخ ٌجؼؼّٙب اٌجؼغ ٠ظفبْ ؽشوخ اٌغغُ ثظٛسح ِخزٍفخ

 . ٌٍمطبس ثبٌٕغجخ ٌّشب٘ذ ٠ٛعذ داخً اٌؼشثخ، ٠شعُ لطؼب ِىبفئب ثبٌٕغجخ ٌّشب٘ذ ٠ٛعذ ػٍٝ اٌشط١ف

ٔؼزجش أْ ٌٍضِٓ ِفِٙٛب ِطٍمب لا ٠زؼٍك ثبٌّشعغ، أٞ أْ ِشب٘ذ٠ٓ ٠ٛعذاْ فٟ : اىزٍِ اىَطيق -4

 .ِشعؼ١ٓ ِخزٍف١ٓ ٠غغلاْ ٔفظ اٌضِٓ ٌٕفظ اٌٛلبئغ

 ٟ٘ ٔمطخ ٕ٘ذع١خ ِٓ ٔظبَ ف١ض٠بئٟ أثؼبدٖ ٍِّٙخ ثبٌٕغجخ ٌّغبسٖ ٚرىْٛ ِشفمخ :اىْقطح اىَادٌح -5

فّشوض اٌضمً ٌغغُ طٍت ػٕذِب ٠شفك ثىزٍخ اٌغغُ . ثبٌخظبئض اٌف١ض٠بئ١خ ٌٍٕظبَ ِٚٓ ث١ٕٙب اٌىزٍخ دائّب

 .وبٍِخ ٠ّىٓ أْ ٠ؼزجش وٕمطخ ِبد٠خ

.  رزؾشن ثبٌٕغجخ ٌّشعغ وّب ٘ٛ ِج١ٓ ػٍٝ اٌشىMً ٔؼزجش ٔمطخ ِبد٠خ  :اىَضاس واىفاصيح اىَْحٍْح -6

ٔٛعٗ اٌّغبس .  فٟ اٌّشعغ اٌّؼزجشM أصٕبء ؽشوزٙب ٠غّٝ ِغبس إٌمطخ  M اٌزٞ رشعّٗ (C)إٌّؾٕٝ 

 . ثبخز١بس ارغبٖ ِٛعت ٚػٕذِب ٠ىْٛ ِّىٕب ٠غزؾغٓ اخز١بس الارغبٖ اٌّٛعت ِطبثمب لارغبٖ اٌؾشوخ

ّضًَ اىَشجغ جَيح إحذاثٍاخ " 

ٍقٍذج تَشاهذ ىذٌه صاػح ٌضجو تها 

 ."tاىزٍِ 

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   

𝑀(𝑡) 

𝑂𝑀        
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 "اىَضاس هى ٍجَىػح اىْقاط اىرً ٌَش تها جضٌ ٍرحشك تاىْضثح ىَشجغ ٍؼٍِ " 

 . t   :𝑥(𝑡)  ،  𝑦(𝑡)  ،  𝑧(𝑡)فٟ اٌّشعغ اٌذ٠ىبسرٟ، ٠ؾذد اٌّغبس ثبٌّؼبدلاد اٌٛع١ط١خ ثذلاٌخ اٌضِٓ  

(𝑥, 𝑦, 𝑧)  إؽذاص١بد إٌمطخ ٟ٘ M  ِٓػٕذ اٌضt . شؼبع اٌّٛلغ𝑂𝑀        ٠ىزت  : 

𝑂𝑀       = 𝑥 𝑡 𝑖 + 𝑦 𝑡 𝑗 + 𝑧(𝑡)𝑘   

اٌزٟ لا رزؼٍك  M ٌٍٕمطخ (C) فٟ ٘زٖ اٌّؼبدلاد، ٔؾظً ػٍٝ ِؼبدٌخ اٌّغبس tػٕذِب ٔؼٛع اٌضِٓ 

,𝐹 𝑥  :ثبٌضِٓ 𝑦, 𝑧 = 0 . 

  

 

 

 

 

 

 

 

 M  ٠ّىٓ أْ ٔؾذد ِٛلغ إٌمطخ. (ٟ٘ ػبدح ٔمطخ ثذا٠خ اٌؾشوخ  )ػٍٝ اٌّغبس   𝑀0  ٔؼزجش ٔمطخ صبثزخ 

M0𝑀: ثؾ١ش ٔىزت   𝑀0𝑀  ثبٌطٛي اٌغجشٞ ٌٍمٛط t ػٕذ اٌضِٓ (C)ػٍٝ اٌّغبس  = 𝑆(𝑡) .  

 𝑆(𝑡)  رغّٝ اٌفبطٍخ إٌّؾ١ٕخ ٌٍٕمطخ M ِٓػٕذ اٌض t. اٌمبْٔٛ اٌزٞ ٠ؼطٟ و١ف رزغ١ش S ثذلاٌخ   t ٞأ 

 .  ٠غّٝ اٌّؼبدٌخ اٌض١ِٕخ ٌٍؾشوخ𝑆(𝑡)اٌذاٌخ  

 𝑺(𝒕) اىَؼادىح  اىزٍٍْح ىيحشمح ≡  𝑺(𝒕)اىفاصيح اىَْحٍْح 

 

 

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   

𝑀(𝑡) 

𝑂𝑀        

𝑀0 
(𝐶) 

𝑆(𝑡) 
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II- شؼاع اىضشػح وشؼاع اىرضاسع 

 

 𝑂𝑀       (𝑡)اٌشؼبع . (C)ػٍٝ اٌّغبس  M، ٔؼزجش ٔمطخ ِزؾشوخ   O  فٟ ِؼٍُ و١فٟ ِجذأٖ: شؼاع اىَىقغ -1

 ػٍٝ اٌّغبس Mشؼبع اٌّٛلغ ٠زغ١ش أصٕبء ؽشوخ إٌمطخ  . tػٕذ اٌضِٓ  ٠Mغّٝ شؼبع اٌّٛلغ ٌٍٕمطخ   

(C) ِٓداٌخ ٌٍض ٛ٘ٚ t . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. (C)  رزؾشن ػٍٝ اٌّغبس Mٔمطخ ِبد٠خ  ٌزىٓ: شؼاع اىضشػح اىَرىصطح وشؼاع اىضشػح اىيحظٍح -2

𝑡 ٚػٕذ اٌٍؾظخ  𝑂𝑀       (𝑡)  ثبٌشؼبع tٔؼ١ٓ ِٛلغ إٌمطخ اٌّزؾشوخ ػٕذ اٌٍؾظخ  + ∆𝑡 ثبٌشؼبع 

𝑂𝑀′         (𝑡 + ∆𝑡) .  ِٓأصٕبء اٌض𝑡 + ∆𝑡 رمطغ إٌمطخ اٌّبد٠خ ِغبفخ رغبٚٞ ؽٛي اٌمٛط ،𝑀𝑀′ .

M ٚ M’ٟ٘    :𝑉mاٌغشػخ اٌّزٛعطخ ث١ٓ  =
MM′

∆t
ٔؼشف شؼبع اٌغشػخ اٌّزٛعطخ ٌٍٕمطخ . 

V𝑚:  ثبٌّمذاس ’M ٚ Mاٌّزؾشوخ ث١ٓ 
      = MM′         /∆𝑡 .اٌشؼبع  :MM′         = OM′        − OM        ّٝ٠غ  

𝑉𝑚 وج١ش، فئْ اٌّمذاس 𝑡∆ٌّب ٠ىْٛ . 𝑡∆شؼبع الأزمبي أصٕبء اٌضِٓ 
 لا ٠خجشٔب ثشٟء ػٓ اٌى١ف١خ اٌزٟ      

 Mلش٠جخ ِٓ   ’M طغ١شح، وبٔذ 𝑡∆ٌٚىٓ وٍّب وبٔذ ل١ّخ اٌضِٓ . ’M ٚ Mرّذ ثٙب اٌؾشوخ ث١ٓ 

 ٠مزشة ِٓ اٌزطبثك          ′MM ٠ٚظ١ش ِٛعٗ ′𝑀𝑀 لش٠جخ ِٓ ؽٛي اٌمٛط          ′MMٚثبٌزبٌٟ رظ١ش ؽ٠ٍٛخ  

𝑡∆)إٌٝ اٌظفش  𝑡∆ ٠ؤٚي  ٚػٕذِب.  M  ٌٍّغبس فٟ  𝑇 ِغ اٌّّبط  →  لش٠جخ ’M ، أٞ رىْٛ(0

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   

𝑀(𝑡) 

𝑂𝑀        
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 ، فئْ اٌّمذاس Mعذا ِٓ 
𝑀𝑀′          

∆𝑡
 ٔفغٙب ٚ٘ٛ ِب M ٠ظ١ش ٠ش١ش إٌٝ عشػخ اٌغغُ اٌّزؾشن ػٕذ إٌمطخ  

إرْ شؼبع اٌغشػخ اٌٍؾظ١خ ٠ؼشف . tأٞ ػٕذ اٌضِٓ  Mٔغ١ّٗ ثشؼبع اٌغشػخ اٌٍؾظ١خ ػٕذ إٌمطخ 

𝑽   (𝑴)     :ثبٌؼلالخ = 𝐥𝐢𝐦∆𝒕→𝟎
𝑴𝑴′           

𝒅𝒕
=

𝒅𝑶𝑴        

𝒅𝒕
   

 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 : ػٍٝ اٌّغبٚاح اٌضب١ٔخ فٟ اٌؼلالخ اٌغبثمخ، ٠ىفٟ أْ ٔلاؽع أْ ٌٍؾظٛي 

lim
∆𝑡→0

𝑀𝑀′          

∆𝑡
= lim

∆𝑡→0

𝑂𝑀′         − 𝑂𝑀       

∆𝑡
= lim

∆𝑡→0

𝑂𝑀       (𝑡 + ∆𝑡) − 𝑂𝑀       (𝑡)

∆𝑡
=

𝑑𝑂𝑀       (𝑡)

𝑑𝑡
 

𝑽   (𝑴)    :إرْ =
𝒅𝑶𝑴        

𝒅
 

 𝑶𝑴        (𝒕) ٌضاوي ٍشرقح شؼاع اىَىقغ  t ػْذ اىزٍِ𝑽   (𝑴)شؼاع اىضشػح اىيحظٍح "

 ".t  تاىْضثح ىيزٍِ

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   

𝑀(𝑡) 

𝑀′(𝑡 + ∆𝑡) 

(𝐶) 

𝑀′ 𝑉  (𝑀) 

 𝑇  
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فؼٕذِب ٔأخز ِجذأ آخش .  فمؾM ٚإّٔب ٠زؼٍك ثبٌٕمطخ  O  لا ٠زؼٍك ثبٌّجذأ 𝑉  (𝑀) شؼبع اٌغشػخ اٌٍؾظ١خ  

O’  ٌٍّؼٍُ اٌزٞ ٔذسط ف١ٗ ؽشوخ M٠ّىٕٕب أْ ٔىزت ،  :𝑉  (𝑀) =
𝑑𝑂𝑀        

𝑑
=

𝑑𝑂𝑂′         

𝑑𝑡
+

𝑑𝑂′𝑀         

𝑑𝑡
=

𝑑𝑂′𝑀         

𝑑𝑡
   

 ِٚٛعٗ فٟ ارغبٖ M ٠ىْٛ دائّب ِؾّٛلا ثبٌّّبط ٌٍّغبس فٟ إٌمطخ  𝑉  (𝑀)شؼبع اٌغشػخ اٌٍؾظ١خ  

𝑽   (𝑴):  ٠ّىٕٕب أْ ٔىزت دائّب. اٌؾشوخ =  𝑽   (𝑴) . 𝒖𝑻        ؽ١ش  𝑢𝑇      ٟشؼبع اٌٛاؽذح اٌّّبع ٛ٘  

  ٚاٌّٛعٗ فٟ ارغبٖ اٌؾشوخMٌٍّغبس فٟ 

 أصٕبء 𝑉  (𝑀) شؼبع اٌغشػخ   ػٍٝ اٌؼَّٛ، ٠زغ١ش:شؼاع اىرضاسع اىَرىصظ وشؼاع اىرضاسع اىيحظً-  3

٘زا اٌزغ١ش ٠غّٝ اٌزغبسع  ٚ٘ٛ رٚ أ١ّ٘خ وج١شح فٟ دساعخ ا١ٌّىب١ٔه . ؽشوخ إٌمطخ اٌّبد٠خ ػٍٝ ِغبس٘ب

 . اٌىلاع١ىٟ

 :  ثٕفظ اٌطش٠مخ اٌزٟ ػشفٕب ثٙب شؼبع اٌغشػخ اٌّزٛعطخ ٔؼشف شؼبع اٌزغبسع اٌّزٛعؾ

𝛾 𝑚 =
∆𝑉      

∆𝑡
=

𝑉  (𝑀′ ) − 𝑉  (𝑀)

∆𝑡
 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٌٍزغبسع لا ٠ج١ٓ اٌزغ١ش اٌّغزّش ٌٍغشػخ ٠ّٚىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ ِؼٍِٛبد أدق ػٓ  ٘زا اٌّمذاس اٌّزٛعؾ 

𝑡∆) ٠ؤٚي إٌٝ اٌظفش 𝑡∆٘زا اٌزغ١ش ٌّب ٔغؼً  → ٚٔؾظً ػٕذ رٌه ػٍٝ اٌزغبسع اٌٍؾظٟ ٌٍٕمطخ . (0

 : tاٌّزؾشوخ ػٕذ اٌضِٓ 

𝑉  (𝑀) 

𝑀(𝑡) 

𝑀′(𝑡 + ∆𝑡) 

(𝐶) 

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   

𝑉  (𝑀′) 

 𝑉  (𝑀′) 

 

∆𝑉   
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𝛾 (𝑡) = lim
∆𝑡→0

𝑉  (𝑀′ ) − 𝑉  (𝑀)

∆𝑡
= lim

∆𝑡→0

𝑉  (𝑡 + ∆𝑡) − 𝑉  (𝑡)

∆𝑡
 

𝜸   (𝒕):   أٞ =
𝒅𝑽   (𝒕)

𝒅𝒕
=

𝒅𝟐𝑶𝑴        (𝒕)

𝒅𝒕𝟐
 

 ". tشؼاع اىرضاسع هى ٍشرقح شؼاع اىضشػح تاىْضثح ىيزٍِ " 

 .  ارغبٖ شؼبع اٌزغبسع و١فٟ غ١ش أٔٗ ٠ىْٛ دائّب ِٛعٙب ٔؾٛ رمؼش اٌّغبس 

 

III- ػثاساخ شؼاع اىضشػح وشؼاع اىرضاسع فً جَو الإحذاثٍاخ اىَشهىسج 

 

 : جَيح الإحذاثٍاخ اىذٌناسذٍح -1

= 𝑂𝑀        𝑡  :٘زٖ اٌغٍّخ، شؼبع اٌّٛلغ ٠ىزت فٟ  𝑥 𝑡  𝑖 + 𝑦 𝑡  𝑗 + 𝑧 𝑡 𝑘    

𝑉  (𝑀) :  إرْ = 𝑉  (𝑡) =
𝑑𝑂𝑀        

𝑑
=

𝑑𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑖 +

𝑑𝑦 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑗 +

𝑑𝑧 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑘   

𝑉  (𝑀):  أٚ = 𝑥  𝑡  𝑖 + 𝑦  𝑡  𝑗 + 𝑧  𝑡 𝑘   

= 𝑉  (𝑀) :  ؽ٠ٍٛخ شؼبع اٌغشػخ ٟ٘  𝑥 2 + 𝑦 2 + 𝑧 2 

𝛾 (𝑀)   : اٌزغبسع ٘ٛ شؼبع = 𝛾  𝑡 =
𝑑2𝑂𝑀        

𝑑𝑡 2
= 𝑥  𝑖 + 𝑦  𝑗 + 𝑧  𝑘   

= 𝛾 (𝑀) :   ؽ٠ٍٛخ شؼبع اٌزغبسع ٟ٘  𝑥 2 + 𝑦 2 + 𝑧 2 

 :  وّب ٠ٍٟ𝑂𝑀       (𝑡) ٠ّىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ شؼبع اٌّٛلغ 𝛾 (𝑀)        ػٕذ ِؼشفخ شؼبع اٌزغبسع  

 𝛾  𝑀 =
𝑑𝑉   (𝑀)

𝑑𝑡
  ⟹   𝑑𝑉   𝑀 = 𝛾  𝑀 𝑑𝑡 

 :   أٞ

 𝑑𝑉  
𝑉   

𝑉   0

=  𝛾  𝑡 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0
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    𝑉  0 ٟاٌغشػخ الاثزذائ١خ ػٕذ اٌضِٓ الاثزذائ ٟ٘ 𝑡0 اٌزٞ ٔأخزٖ ػبدح :𝑡0 = ؽً اٌزىبًِ اٌغبثك . 0

 : ٠ؼط١ٕب 

𝑉  (𝑀) − 𝑉  0 =  𝛾 (𝑡)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 

 : اٌّؼبدٌخ اٌغبثمخ رؼٕٟ أْ

𝑉𝑥 𝑡 − 𝑉𝑥0
=  𝛾𝑥(𝑡)

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 

𝑉𝑦 𝑡 − 𝑉𝑦0
=  𝛾𝑦

𝑡

𝑡0

 𝑡 𝑑𝑡 

𝑉𝑧 𝑡 − 𝑉𝑧0
=  𝛾𝑧

𝑡

𝑡0

 𝑡 𝑑𝑡 

=       𝑑𝑂𝑀  اٌزٞ ٠ىزت  𝑉  (𝑡)ٚوزٌه ٌّب ٔىبًِ  شؼبع اٌغشػخ   𝑉   𝑡 𝑑𝑡 ٍٝٔؾظً ػ   : 

 𝑑𝑂𝑀       
𝑂𝑀        

𝑂𝑀        0

=  𝑉  (𝑡)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 

 :أٞ

𝑂𝑀        𝑡 − 𝑂𝑀       
0 =  𝑉  (𝑡)

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 

 :أٚ

𝑂𝑀        𝑡 =  𝑉  (𝑡)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 + 𝑂𝑀       
0 

 

 :  اٌؼجبسح الأخ١شح ِىبفئخ ٌٍّؼبدلاد اٌزب١ٌخ

  𝑥 𝑡 =  𝑉𝑥(𝑡)
𝑡

𝑡0
𝑑𝑡 + 𝑥0  ،  𝑦 𝑡 =  𝑉𝑦 (𝑡)

𝑡

𝑡0
𝑑𝑡 + 𝑦0   ،𝑧 𝑡 =  𝑉𝑧(𝑡)

𝑡

𝑡0
𝑑𝑡 + 𝑧0 
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 :جَيح الإحذاثٍاخ اىقطثٍح -2

=       𝑂𝑀:     فٟ ٘زٖ اٌغٍّخ  ،شؼبع اٌّٛلغ ٠ىزت دائّب 𝜌. 𝑢  𝜌 𝜌   ِغ    = 𝜌(𝑡) ٚ 𝑢  𝜌 = 𝑢  𝜌(𝑡). 

= 𝑉   𝑀   :         شؼبع اٌغشػخ ٘ٛ
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
=

𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑢  𝜌 + 𝜌

𝑑𝑢   𝜌

𝑑𝑡
ٚػٕذِب ٔؼٛع     . 

𝑑𝑢   𝜌

𝑑𝑡
 :   ٔىزت 

𝑽    𝑴 =
𝒅𝝆

𝒅𝒕
𝒖   𝝆 + 𝝆

𝒅𝜽

𝒅𝒕
𝒖   𝜽 = 𝝆 𝒖   𝝆 + 𝝆𝜽 𝒖   𝜽 

 𝑉  (𝑀) =  𝜌 2 + (𝜌𝜃 )2 

= 𝛾  𝑀 . :  ٘ٛ    شؼبع اٌزغبسع
𝑑𝑉   (𝑀)

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑂𝑀        

𝑑𝑡 2
 :ٚٔؾظً ثؼذ الإشزمبق ػٍٝ 

𝛾  𝑀 = 𝜌 𝑢  𝜌 + 𝜌 𝜃 𝑢  𝜃 + 𝜌 𝜃 𝑢  𝜃 + 𝜌𝜃 𝑢  𝜃 − 𝜌𝜃 2𝑢  𝜌  

𝜸    𝑴 =  𝝆 − 𝝆𝜽 𝟐 𝒖   𝝆 + (𝟐𝝆 𝜽 + 𝝆𝜽 )𝒖   𝜽 

 𝛾 (𝑀) =  (𝜌 − 𝜌𝜃 2)2 + (2𝜌 𝜃 + 𝜌𝜃 )2 

 

 : جَيح الإحذاثٍاخ الأصطىاٍّح -3

=       𝑂𝑀:     شؼبع اٌّٛلغ 𝜌𝑢  𝜌 + 𝑧𝑘   

 

= 𝑽    𝑴:   شؼبع اٌغشػخ 
𝒅𝑶𝑴        

𝒅𝒕
= 𝝆 𝒖   𝝆 + 𝝆𝜽 𝒖   𝜽 + 𝒛 𝒌    

 𝑉  (𝑀) =  𝜌 2 + (𝜌𝜃 )2 + 𝑧 2 

= 𝜸    𝑴  :شؼبع اٌزغبسع  𝝆 − 𝝆𝜽 𝟐 𝒖   𝝆 +  𝟐𝝆 𝜽 + 𝝆𝜽  𝒖   𝜽 + 𝒛 𝒌    

 𝛾 (𝑀) =  (𝜌 − 𝜌𝜃 2)2 + (2𝜌 𝜃 + 𝜌𝜃 )2 + 𝑧 2 

 

 :جَيح الإحذاثٍاخ اىنشوٌح -4

=       𝑂𝑀    :شؼبع اٌّٛلغ 𝑟 𝑢  𝑟 
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= 𝑉   𝑀  :شؼبع اٌغشػخ
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
=

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢  𝑟 + 𝑟

𝑑𝑢   𝑟

𝑑𝑡
  

𝑢  𝑟  : ٠ىزت  𝑢ٚثّب أْ  = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘    

:    فئْ
𝑑𝑢   𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢   𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+

𝑑𝑢   𝑟

𝑑𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑡
 

 

𝑑𝑢  𝑟
𝑑𝜃

= 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗 − 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑘  = 𝑢  𝜃  

𝑑𝑢  𝑟
𝑑𝜑

= −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗 = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑢  𝜑  

: أٞ
𝑑𝑢   𝑟

𝑑𝑡
= 𝜃 𝑢  𝜃 + 𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑢  𝜑 

= 𝑽    𝑴: إرْ 𝒓 𝒖   𝒓 + 𝒓𝜽 𝒖   𝜽 + 𝒓𝝋 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒖   𝝋 

ٚ  : 𝑉  (𝑀) =  𝑟 2 + (𝑟𝜃 )2 + (𝑟𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜃)2 

 :  اٌزغبسع  

𝛾  𝑀 =
𝑑𝑉  (𝑀)

𝑑𝑡

= 𝑟 𝑢  𝑟 + 𝑟 𝑢   𝑟 + 𝑟 𝜃 𝑢  𝜃 + 𝑟𝜃 𝑢  𝜃 + 𝑟𝜃 𝑢   𝜃 + 𝑟 𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑢  𝜑 + 𝑟𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑢  𝜑

+ 𝑟𝜑 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢  𝜑 + 𝑟𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑢   𝜑  

 :  ٚثّب أْ

𝑢   𝜃 =
𝑑𝑢  𝜃
𝑑𝑡

= −𝜃 𝑢  𝑟 + 𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑢  𝜑  

ٚ  : 

𝑢   𝜑 =
𝑑𝑢  𝜑

𝑑𝑡
= −𝜑  𝑠𝑖𝑛𝜃𝑢  𝑟 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢  𝜃  

 :   فئٕٔب ٔغذ ثؼذِب ٔؼٛع
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𝜸    𝑴 =  𝒓 − 𝒓𝜽 𝟐 − 𝒓𝝋 𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒖   𝒓 +  𝟐𝒓 𝜽 + 𝒓𝜽 − 𝒓𝝋 𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒖   𝜽

+  𝟐𝒓 𝝋 𝒔𝒊𝒏𝜽 + 𝟐𝒓𝜽 𝝋 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒓𝝋 𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒖   𝝋 

 

 : (اىزاذٍح)جَيح الإحذاثٍاخ اىَْحٍْح  -5

 ػٕذِب ٠ىْٛ ِغبس إٌمطخ اٌّزؾشوخ ِٕؾ١ٕب، ٠ّىٓ رؾذ٠ذ ِٛلؼٙب : شؼاع اىضشػح

M0𝑀: ثبعزؼّبي اٌفبطٍخ إٌّؾ١ٕخ  = 𝑆(𝑡) . سأ٠ٕب أْ شؼبع اٌغشػخ اٌٍؾظ١خ ٠ىزت :

𝑉   𝑀 = lim∆𝑡→0
𝑀𝑀′          

∆𝑡
 

𝑡∆:  ٌّب → ′𝑀:  ، فئ0ْ → 𝑀 ٠ٚظ١ش اٌشؼبع  MM′          ِّبعٟ ٌٍّغبس  (C) ٟف M 

′𝑀𝑀:  ؽ١ش  ’MM  رغبٚٞ ؽٛي اٌمٛط            ′𝑀𝑀 ٚؽ٠ٍٛزٗ   = ∆𝑆 . ْ٠ّىٓ أ

= 𝑉   𝑀:  ٔىزت إرْ lim∆→0
𝑀𝑀′          

 𝑀𝑀′           

 𝑀𝑀′           

∆𝑡
= lim∆𝑡→0

∆𝑆

∆𝑡
𝑢  𝑇 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   𝑢  𝑇 شؼبع اٌٛاؽذح ٌٍشؼبع ٛ٘ 𝑀𝑀′           .   ػٕذِب∆𝑡 ٠ؤٚي إٌٝ طفش  (∆𝑡 → ٠ّضً شؼبع  ٠𝑢  𝑇ظ١ش  (0

 .  ٚاٌّٛعٗ فٟ ارغبٖ اٌؾشوخ𝑀اٌٛاؽذح اٌّّبعٟ ٌٍّغبس فٟ 

= 𝑽    𝑴  : إرْ                      𝐥𝐢𝐦∆𝒕→𝟎
𝑺 𝒕+∆𝒕 −𝑺(𝒕)

∆𝒕
𝒖   𝑻 =

𝒅𝑺(𝒕)

𝒅𝒕
𝒖   𝑻 

M0 

𝑀(𝑡) 

𝑀′(𝑡 + ∆𝑡) 

𝑆(𝑡) 

𝑀𝑀′           
𝑆(𝑡 + ∆𝑡) 

𝑉  (𝑀) 

𝑢  𝑇  (𝐶) 
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= 𝑉   𝑀:    أٚ 𝑆 (𝑡)𝑢  𝑇ٚأ        :𝑉   𝑀 =  𝑉  (𝑀) 𝑢  𝑇 . ْإر : 𝑉  (𝑀) = 𝑆 (𝑡).  

 شؼاع اىرضاسع  :𝛾  𝑀 =
𝑑𝑉   (𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑢  𝑇  

= 𝛾  𝑀    :أٚ
𝑑2𝑆(𝑡)

𝑑𝑡 2
𝑢  𝑇 +

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡

𝑑𝑢   𝑇

𝑑𝑡
:     ِغ

𝑑2𝑆(𝑡)

𝑑𝑡 2
=

𝑑 𝑉   (𝑀) 

𝑑𝑡
.  

  ٠غت ؽغبة  γ  (𝑀)ٌٍؾظٛي ػٍٝ اٌؼجبسح اٌىبٍِخ ٌشؼبع اٌزغبسع  
𝑑𝑢   𝑇

𝑑𝑡
٠ّىٓ أْ  . 

:  ٔىزت
𝑑𝑢   𝑇

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢   𝑇

𝑑𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝑡
ؽغبة  . 

𝑢   𝑇

𝑑𝑆
 ٠زطٍت اعزؼّبي ِفَٙٛ الأؾٕبء ٚٔظف لطش 

اٌغضء اٌؼٕظشٞ . وّب ٘ٛ فٟ اٌشىً(𝐶)  ٔؼزجش ِغبس ِٕؾٕٟ . (𝐶)الأؾٕبء ٌٍّغبس 

∆𝑆 اٌّغبس ٠ّىٓ أْ ٠زطبثك ِغ لٛط ػٕظشٞ ِٓ ِؾ١ؾ دائشح ِشوض٘ب ِٓ C   

 .R ٚٔظف لطش٘ب  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 R ٚٔظف لطش الأؾٕبء C ثزؾذ٠ذ ِشوض الأؾٕبء ’M أٚ  M ػٕذ إٌمطخ (𝐶) ٠ؼشف أؾٕبء اٌّغبس 

.  ٌٙب ٔفظ ِشوض ٚٔظف لطش الأؾٕبء’MMٚط ع١ّغ إٌمبؽ اٌزٟ رٕزّٟ إٌٝ اٌك. ٌٍّغبس ػٕذ ٘زٖ إٌمطخ

′𝑀𝑀:  ٌذ٠ٕب. M ػّٛدٞ ػٍٝ اٌّغبس فٟ CMٔظف اٌمطش  = ∆𝑆 = 𝑅∆𝜃  ؽ١ش  ∆θ ٟاٌضا٠ٚخ اٌز ٟ٘  

 : ٠ّىٓ أْ ٔىزت إرْ. R ٚٔظف لطش٘ب C ػٍٝ اٌذائشح اٌزٟ ِشوض٘ب 𝑆∆٠ؾغض٘ب اٌمٛط 

𝑑𝑢  𝑇

𝑑𝑆
=

𝑑𝑢  𝑇

𝑅𝑑𝜃
=

1

𝑅

𝑑𝑢  𝑇

𝑑𝜃
=

1

𝑅
𝑢  𝑁  

     𝑢  𝑁 ٍٝشؼبع اٌٛاؽذح اٌؼّٛدٞ ػ ٛ٘  𝑢  𝑇 ٟف M ٚاٌّٛعٗ ٔؾٛ ِشوض الأؾٕبء C. 𝑢  𝑁  إرْ شؼبع ٛ٘ 

 .  ٌٍّغبسC ٚاٌّٛعٗ ٔؾٛ ِشوض الأؾٕبء M فٟ إٌمطخ (𝐶)اٌٛاؽذح اٌؼّٛدٞ ػٍٝ اٌّغبس 

M0 

C 

C 

R R 
M 

M’ 

M M’ 

∆𝜃 

∆𝜃 

 

𝑢  𝑇  

𝑢  𝑁  

𝑢  𝑇  

𝑢  𝑁  

(𝐶) 

𝐶𝑀 = 𝐶𝑀′ = 𝑅  ,   𝑀𝑀′ = ∆𝑆 = 𝑅∆𝜃 
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: إرْ
𝑑𝑢   𝑇

𝑑𝑡
=

𝑑𝑆

𝑑𝑡
.

1

𝑅
𝑢  𝑁 

 :ٚػٕذِب ٔؼٛع فٟ ػجبسح شؼبع اٌزغبسع ٔؾظً ػٍٝ

𝜸    𝑴 =
𝒅𝟐𝑺

𝒅𝒕𝟐
𝒖   𝑻 +  

𝒅𝑺

𝒅𝒕
 

𝟐

.
𝟏

𝑹
𝒖   𝑵 

= 𝜸    𝑴:    أٚ 𝑺  𝒕 𝒖   𝑻 +
𝑺 𝟐(𝒕)

𝑹
𝒖   𝑵 

= 𝜸    𝑴:    أٚ
𝒅 𝑽   (𝑴) 

𝒅𝒕
𝒖   𝑻 +

 𝑽   (𝑴) 

𝑹

𝟐

𝒖   𝑵 =
𝒅𝑽

𝒅𝒕
𝒖   𝑻 +

𝑽𝟐

𝑹
𝒖   𝑵    

= 𝑉  (𝑀) :   ٚرٌه ػٕذ اػزجبس 𝑉 

𝑢  𝑇) (اٌزار١خ)فٟ لبػذح الإؽذاص١بد إٌّؾ١ٕخ : ّرائج هاٍح , 𝑢  𝑁) اٌزغبسع ،γ  (𝑀) ػجبسح ػٓ ِغّٛع ٛ٘ 

 :ِشوجز١ٓ

γ  T:  ٍشمثح ٍَاصٍح ىيَضاس = S  𝑡 𝑢  𝑇 =
𝑑 𝑉   (𝑀) 

𝑑𝑡
𝑢  𝑇 

𝛾 𝑁:  ػيى اىَضاس (ػَىدٌح)وٍشمثح ّاظٍَح  =
𝑉2

𝑅
𝑢  𝑁 

= 𝛾  𝑀:  ٚٔىزت  𝛾 𝑇 𝑀 + 𝛾 𝑁(𝑀)أٚ ثشىً أثغؾ    :𝛾 = 𝛾 𝑇 + 𝛾 𝑁 

  فٙٛ ٔبرظ ػٓ 𝛾 𝑁 ٚأِب اٌزغبسع إٌبؽّٟ      V   ٔبرظ ػٓ رغ١ش شذح اٌغشػخ  𝛾 𝑇  اٌزغبسع اٌّّبعٟ  

 :٠ّٚىٓ أْ ٔىزت.   أٞ ػٓ أؾٕبء اٌّغبس  𝑉رغ١ش ارغبٖ شؼبع اٌغشػخ  

 𝛾  =  𝛾 𝑇
2

+ 𝛾 𝑁
2

 ⟸  𝛾 2 = 𝛾 𝑇
2

+ 𝛾 𝑁
2
 

M ِٓ  (𝐶)ٛ٘    :𝑅 فٟ أٞ ٔمطخ  (𝐶) ٔظف لطش أؾٕبء اٌّغبس  =
𝑉2

 𝛾   𝑁 
.  

 :  ٠ّىٓ أْ رىْٛ 𝛾 𝑇ٌٚىٓ   𝑢  𝑁 أٞ فٟ ارغبٖ Cرىْٛ دائّب ِٛعٙخ ٔؾٛ ِشوض الأؾٕبء  𝛾 𝑁 ٔش١ش إٌٝ أْ 
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:   ٚرٌه ػٕذِب رىْٛ اٌؾشوخ ِزغبسػخ أٞ 𝑢  𝑇فٟ ارغبٖ  
d V   (M) 

dt
>  ، أٚ فٟ الارغبٖ اٌّؼبوظ ٌٍشؼبع 0

𝑢  𝑇  ٌّٞب رىْٛ اٌؾشوخ ِزجبؽئخ أ  :
d V   (M) 

dt
< 0.  

𝛾𝑇:     ٠ّىٓ أْ ٔضجذ ثغٌٙٛخ أْ =
𝑉   .𝛾   

 𝑉    
      ٚ𝛾𝑁 =

 𝑉    𝛾    

 𝑉    
=  𝑉:  ٠ىفٟ ٌزٌه أْ ٔىزت .   𝑉   𝑢  𝑇  

  ٚ𝛾 = 𝛾𝑇𝑢  𝑇 + 𝛾𝑁𝑢  𝑁.  

  

VI   -ذطثٍقاخ 

رىْٛ اٌؾشوخ ِغزم١ّخ ػٕذِب ٠ىْٛ اٌّغبس ػجبسح ػٓ خؾ : اىحشمح اىَضرقٍَح -1

شؼبع اٌغشػخ ِؾّٛي .  وّغبس       𝑥′𝑂فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ، ٠ّىٓ أخز اٌّؾٛس . ِغزم١ُ

 . ثبٌّؾٛس ٚوزٌه شؼبع اٌزغبسع ػٕذِب لا ٠ىْٛ ِؼذِٚب

 

 

 

𝛾  𝑀 = 𝑥  𝑡 𝑖    ,   𝑉   𝑀 = 𝑥  𝑡 𝑖     ,    𝑂𝑀       = 𝑥(𝑡)𝑖     

 اىحشمح اىَضرقٍَح اىَْرظَح   : 𝑉   𝑀  = 𝑉0 = = 𝑉   𝑀  ،   صبثذ 𝑉0𝑖   ،  

γ   𝑀 = 0       ،𝑉0 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
   ⟸   𝑑𝑥

𝑥

𝑥0
=  𝑉0𝑑𝑡

𝑡

0
  ⟸  𝑥 𝑡 = 𝑉0𝑡 + 𝑥0 

 

   ًاىحشمح اىَضرقٍَح اىَرغٍشج تاّرظا :   γ   𝑀 = 𝛾 0 =   .       صبثذ

 

    𝛾  𝑀 = 𝛾0𝑖   ⟹   𝑑𝑉 = 𝛾0𝑑𝑡  ⟹    𝑑𝑉
𝑉

𝑉0
=  𝛾0𝑑𝑡

𝑡

0
  

𝑉(𝑡) = 𝛾0𝑡 + 𝑉0 

x’ x 
O M 

𝑖  x(t) 

𝑉  (𝑀) 
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𝑑𝑥 = 𝑉 𝑡 𝑑𝑡   ⟹    𝑑𝑥
𝑥

𝑥0
=   𝛾0𝑡 + 𝑉0 

𝑡

0
𝑑𝑡 

= 𝑥 𝑡:   ٚٔؾظً ػٍٝ
1

2
𝛾0𝑡

2 + 𝑉0𝑡 + 𝑥0 

 

 

 

 

 

  

𝑥 2:     فٟ اٌؼجبساد اٌغبثمخ ٔغذ اٌؼلالخ اٌّشٙٛسح t ػٕذِب ٔؼٛع   − 𝑥0 𝛾0 = 𝑉2 − 𝑉0
2 

ِزضا٠ذح، أٞ      𝑉  رىْٛ اٌؾشوخ  ِزغبسػخ ٌّب رىْٛ 
𝑑 𝑉    

dt
> .   V:  إرْ . 0

dV   

dt
=  V    

d V    

dt
> 0 

.  𝑉:   أٚ γ  > رىْٛ اٌؾشوخ ِزجبؽئخ ٌّب  . 0
𝑑 𝑉    

dt
< .  𝑉:    أ0ٞ γ  < 0.  

 

 اىحشمح اىَضرقٍَح اىجٍثٍح : 

  ٌٍٕبثغ  Xm ثبٌزّذدmفٟ اٌشىً اٌّمبثً، ػٕذِب ٔغؾت اٌىزٍخ 

   صُ ٔزشوٙب فئٔٙب رأخز ؽشوخ ع١ج١خ  ِغزم١ّخ       𝑂𝑥ػٍٝ اٌّؾٛس 

= 𝑥 𝑡:   ِٓ اٌشىً ِؼبدٌزٙب 𝑋𝑚 cos(𝜔𝑡 + 𝜑).  

𝑋𝑚  =  ،  اٌغؼخ𝜔𝑡 + 𝜑 =  ِٓاٌطٛس ػٕذ اٌضt  ، 

 𝜑 =   ٟاٌطٛس ػٕذ اٌضِٓ الاثزذائ𝑡0 = 0.  

 

 

 

 

t t t 

𝛾(𝑡) 

𝛾0 

𝑉(𝑡) 

𝑉0 

𝑥(𝑡) 

𝑥0 

m O 

Xm 

x 
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𝑉 𝑡 = 𝑥  𝑡 = −𝜔𝑋𝑚 sin(𝜔𝑡 + 𝜑) 

𝛾 𝑡 = 𝑥  𝑡 = −𝜔2𝑋𝑚 cos 𝜔𝑡 + 𝜑 = −𝜔2𝑥(𝑡) 

+ 𝑥:  إرْ ω2𝑥 = 0  . 

اٌؾً اٌؼبَ ٌٙزٖ اٌّؼبدٌخ ٠ىزت ِٓ .   اٌؼلالخ الأخ١شح رّضً اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ٌٍؾشوخ اٌّغزم١ّخ اٌغ١ج١خ

 :اٌشىً

𝑥 𝑡 = 𝑋𝑚 cos 𝜔𝑡 + 𝜑 = 𝑋𝑚 sin 𝜔𝑡 + 𝜑′ = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

φ:   ِغ
′

= φ +
π

2
    ٚ    𝐴 = −𝑋𝑚𝑠𝑖𝑛𝜑  ٚ    𝐵 = 𝑋𝑚𝑐𝑜𝑠𝜑.  

= 𝑉 𝑡:  ٠ّىٓ أْ ٔىزت 𝜔𝑋𝑚 cos(𝜔𝑡 + 𝜑 +
𝜋

2
  ٚٔمٛي أْ اٌغشػخ ِزمذِخ ػٍٝ اٌؾشوخ فٟ  (

 اٌطٛس ثضا٠ٚخ  
π

2
= γ 𝑡:ٚثّب أْ . −𝜔2𝑥 𝑡 = 𝜔2𝑋𝑚 cos(𝜔𝑡 + 𝜑 + 𝜋)  ْفئٕٔب ٔمٛي أ  

 .اٌزغبسع ٚاٌؾشوخ ِزؼبوغ١ٓ فٟ اٌطٛس

ػٕذِب . رىْٛ اٌؾشوخ دائش٠خ ػٕذِب ٠ىْٛ ِغبس اٌغغُ اٌّزؾشن ػجبسح ػٓ دائشح: اىحشمح اىذائشٌح -2

 ٔظف لطش٘ب، ٠غزؾغٓ ٌذساعخ ٘زٖ اٌؾشوخ اعزؼّبي الإؽذاص١بد اٌمطج١خ أٚ R ِشوض اٌذائشح ٚ  Oٔأخز

 . إٌّؾ١ٕخ

,𝑂)فٟ عٍّخ الإؽذاص١بد اٌمطج١خ      𝑢  𝜌 , 𝑢  𝜃)ٌذ٠ٕب شؼبع اٌّٛلغ  :𝑂𝑀       = 𝜌𝑢  𝜌 = 𝑅𝑢  𝜌.  

 

t 

𝑥(𝑡) 

𝑋𝑚  

𝑇 =
2𝜋

𝜔
 



54 
 

= 𝑉   𝑀:   شؼبع اٌغشػخ
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
= 𝑅𝜃 𝑢  𝜃 = 𝑅𝜔𝑢  𝜃 

      ω = θ ٠ٚغّٝ اٌغشػخ اٌضا٠ٚخ  . 

= γ   𝑀: شؼبع اٌزغبسع
𝑑𝑉   (𝑀)

𝑑𝑡
= 𝑅𝜃 𝑢  𝜃 − 𝑅𝜃 2𝑢  𝜌 

= γ   𝑀:  أٚ −𝑅𝜃 2𝑢  𝜌 + 𝑅𝜃 𝑢  𝜃 

𝑎:   اٌّمذاس = 𝜃 = 𝜔  ٞٚ٠غّٝ اٌزغبسع اٌضا   . 

      𝛾 𝑇 = 𝑅𝜃 𝑢  𝜃   ٚ    𝛾 𝑁 = −𝑅 𝜃 2𝑢  𝜌.  

𝑢  𝑇) ثبٌٕغجخ ٌلإؽذاص١بد إٌّؾ١ٕخ   , 𝑢  𝑁)ٌذ٠ٕب    :𝑆 𝑡 = 𝑅 𝜃(𝑡)  

   ٚ   𝑢  𝑇 = 𝑢  𝜃   ٚ  𝑢  𝑁 = −𝑢  𝜌 .  

 : ٠ّىٓ ر١١ّض ؽشوز١ٓ دائش٠ز١ٓ خبطز١ٓ

 اٌؾشوخ اٌذائش٠خ إٌّزظّخ     :ω = θ = ω0 =   .صبثذ

= 𝑉   𝑀:  فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٌذ٠ٕب 𝑅𝜔0𝑢  𝜃   ،   𝑉  (𝑀) = 𝑅𝜔0   ،  γ  T = 0             ٚ    

       γ   𝑀 = 𝛾 𝑁 = −𝑅𝜃 2𝑢  𝜌 = 𝑅𝜃 2𝑢  𝑁 .   ٚثذلاٌخ اٌفبطٍخ إٌّؾ١ٕخ𝑆(𝑡) ٌذ٠ٕب   :
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
=

 𝑉   = 𝑅𝜔0   ⟸    𝑑𝑆 = 𝑅𝜔0𝑑𝑡ًِٚػٕذِب ٔىب    : 𝑑𝑆
𝑆

𝑆0
=  𝑅𝜔0

𝑡

0
𝑑𝑡ٔغذ   :

𝑆 𝑡 = 𝑅𝜔0𝑡 + 𝑆0   . S0  ػٍٝ اٌشىً فٟ الأػٍٝ  )  ٟ٘ اٌفبطٍخ إٌّؾ١ٕخ الاثزذائ١خS0 = 0  .) 

  𝜃 𝑡 = 𝜔0𝑡 + 𝜃0  ،𝑆0 = 𝑅𝜃0  ،  𝑆 𝑡 = 𝑅𝜃 𝑡 .  

 َاٌؾشوخ اٌذائش٠خ اٌّزغ١شح ثبٔزظب:   𝑎 = 𝜔 = 𝜃 = 𝑎0 =   .صبثذ

:   ٌذ٠ٕب
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝑎0  ⟸         𝜔 𝑡 = 𝑎0𝑡 + 𝜔0 

ٚ    :
𝑑𝜃 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑡) ⟸  𝜃 𝑡 =

1

2
𝑎0𝑡

2 + 𝜔0𝑡 + 𝜃0 

= 𝑉 𝑡:   اٌغشػخ 𝑅𝜔 𝑡 = 𝑅𝑎0𝑡 + 𝑅𝜔0ٚأ    :𝑉 𝑡 = 𝑅𝑎0𝑡 + 𝑉0 .  

= 𝑆 𝑡:  ٚاٌفبطٍخ إٌّؾ١ٕخ
1

2
𝑅𝑎0𝑡

2 + 𝑅𝜔0𝑡 + 𝑆0 =
1

2
𝑅𝑎0𝑡

2 + 𝑉0𝑡 + 𝑆0.  

  ،ٌٟفٟ عٍّخ الإؽذاص١بد إٌّؾ١ٕخ ٠ّىٓ ؽشػ اٌّشىٍخ ثشىً ِخزٍف ل١ٍلا وّب ٘ٛ ِج١ٓ فٟ اٌشىً اٌزب

 : فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٠ّىٓ أْ ٔىزت. M0ؽ١ش ٔؼزجش ثذا٠خ اٌفبطٍخ إٌّؾ١ٕخ ٟ٘ ٔمطخ الأطلاق 

     𝑀0𝑀 = 𝑆 𝑡 = 𝑅 𝜃 𝑡 − 𝜃0  .  ٍٝٚٔؾظً وّب فٟ اٌغبثك ػ : 

    V    𝑀 =
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑢  𝑇 = 𝑅𝜃 (𝑡)𝑢  𝑇    ٚ   𝛾  𝑀 = 𝑅𝜃 𝑢  𝑇 + 𝑅𝜃 2𝑢  𝑁 

 

x O 

M 

𝜃 
R 

M0 

𝑢  𝜌  

𝑢  𝜃  
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 شؼاع اىضشػح اىزاوٌح وشؼاع اىرضاسع اىزاوي : 

 ω ػٕذِب ٔؼشف اٌؾشوخ اٌذائش٠خ ثبعزؼّبي اٌغشػخ اٌضا٠ٚخ 

 وّمذاس عٍّٟ، ٕ٘بن ِؼٍِٛبد إػبف١خ ػٓ اٌؾشوخ رجمٝ غ١ش

 ٠ّىٓ . ِؼشٚفخ، ٚػٍٝ اٌخظٛص ارغبٖ اٌؾشوخ ػٍٝ اٌذائشح

 اٌؾظٛي ػٍٝ ٘زٖ اٌّؼٍِٛخ ثبػزجبس اٌغشػخ اٌضا٠ٚخ ِمذاس

  اٌزٞ رذٚس       𝑂𝑧 ٘ٛ اٌّؾٛس    ωرٛعٗ   .    ωشؼبػٟ ٔىزجٗ 

  ٘ٛ إرْ ػّٛدٞ ػٍٝ ِغزٛٞ اٌذائشح   M .ωؽٌٛٗ إٌمطخ 

=  𝑘:  ؽ١ش  𝑘ٚارغب٘ٗ ٘ٛ ارغبٖ  𝑢  𝜌  𝑢  𝜃ْٚٔىزت إر  : 

 ω   = ω𝑘     ِغ  ω = θ  . شؼبع اٌغشػخV   (𝑀)ْ٠ظ١ش إر : 

   𝑉   𝑀 = 𝑅𝜔𝑢  𝜃 = 𝑅𝜔𝑘   𝑢  𝜌 = 𝜔    𝑂𝑀        

 ’O ثبٌٕغجخ ٌٕمطخ 𝑉  (𝑀) ػٕذِب ٔىزت شؼبع اٌغشػخ  :ّرٍجح

 :  ٠ّىٓ أْ ٔزأوذ ثغٌٙٛخ أْ       𝑂𝑧رٛعذ ػٍٝ اٌّؾٛس 

𝑉   𝑀 =
𝑑𝑂𝑀       

𝑑𝑡
=

𝑑𝑂′𝑀         

𝑑𝑡
= 𝜔   ∧ 𝑂′𝑀         = 𝜔   ∧ 𝑂𝑀        

 ٛ٘ ٞٚشؼبع اٌزغبسع اٌضا  :𝒂   =
𝒅𝝎    

𝒅𝒕
= 𝝎        .   شؼبع اٌزغبسعγ  (𝑀)٠ىزت : 

𝛾  𝑀 =
𝑑𝑉  (𝑀)

𝑑𝑡
= 𝜔     𝑂𝑀       + 𝜔    𝑉  (𝑀) 

𝛾  𝑀 = 𝑎  𝑂𝑀       + 𝜔     𝜔    𝑂𝑀        = 𝑎  𝑂𝑀       − 𝜔2𝑂𝑀        ٚأ:  

O 
O 

M0 

M 

x 

𝑉  (𝑀) 

𝑢  𝑇  

𝑢  𝑁 
𝜃(𝑡) 

𝜃0 

O 

O’ 

M M 

z 

𝑘   

𝑘   
𝑢  𝜌  

𝑢  𝜃  

𝑉  (𝑀) 

𝜔    
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 : اىحشمح راخ ذضاسع ٍشمزي -3

   .Oِٛعٙب دائّب ٔؾٛ ٔمطخ صبثزخ  Mٟ٘ وً ؽشوخ ٠ىْٛ ف١ٙب رغبسع إٌمطخ  : ذؼشٌف

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 :ٌٙزٖ اٌؾشوخ خٛاص ١ِّضح ٟ٘

   اٌشؼبع𝐶 = 𝑂𝑀        𝑉  (𝑀)  ْشؼبع صبثذ لأ ٛ٘  
𝑑𝐶 

dt
= 0  .  

   اٌؾشوخ رزُ فٟ ِغزٛٞ ٠ؾًّ إٌمطخO . اٌؾشوخ راد رغبسع ِشوضٞ ٟ٘ إرْ ؽشوخ ِغز٠ٛخ

  فٙزا ٠غزٍضَ أْ    C  ػّٛدٞ ػٍٝ         OM  صبثذ ٚ    Cثّب أْ  . ٌّغزٛٞ اٌؾشوخ  رٕزOّٟٚإٌمطخ  

OM         ٍٝ٠جمٝ أصٕبء اٌؾشوخ ػّٛدٞ ػٍٝ ارغبٖ صبثذ أٞ فٟ ِغزٛٞ ػّٛدٞ ػ  C   ٠ؾزٛٞ إٌمطخ  

O. 

   شؼبع اٌّٛلغ𝑂𝑀       ٌج١بْ رٌه ٠غزؾغٓ اعزؼّبي .    ٠ّغؼ ِغبؽبد صبثزخ فٟ أصِٕخ صبثزخ

,𝑂)الإؽذاص١بد اٌمطج١خ   𝑢  𝜌 , 𝑢  𝜃)فٟ دساعخ ٘زٖ اٌؾشوخ  . 

=       𝑂𝑀:  ٌذ٠ٕب 𝜌𝑢  𝜌  ،  V    𝑀 = 𝜌 𝑢  𝜌 + 𝜌𝜃 𝑢  𝜃 

C  = OM        V    𝑀 = 𝜌2𝜃 𝑘   ،  C   = 𝐶 = 𝜌2𝜃 =   صبثذ

𝑡 ٚ  𝑡  ث١ٓ اٌٍؾظز١ٓ         OMاٌّغبؽخ اٌزٟ ٠ّغؾٙب   + 𝑑𝑡 

𝑑𝑡ٟ٘   :𝑑𝑆أٞ أصٕبء اٌضِٓ  =
1

2
𝜌2𝑑𝜃  

O 

M 

(𝐶) 

𝛾 (𝑀) 

𝑂𝑀        𝛾  𝑀 = 0   

٠ّىٓ رشعّخ ٘زٖ اٌؾشوخ 

 :ثبٌؼلالخ

O 

M 

𝑢  𝜌  

𝑢  𝜃  

t 𝑡 + 𝑑𝑡 

𝑑𝜃 

𝜌 𝜌 
𝑑𝑆 
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:  إرْ
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

1

2
𝜌2 𝑑𝜃

𝑑𝑡
=

1

2
𝜌2𝜃 ٚأ     :

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝐶

2
𝑪:  أٚ    = 𝝆𝟐 𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 𝟐

𝒅𝑺

𝒅𝒕
 

 .   ٠غّٝ صبثذ لبْٔٛ اٌّغبؽبدCاٌؼلالبد الأخ١شح رؼجش ػّب ٠ؼشف ثمبْٔٛ اٌّغبؽبد ٚاٌّمذاس  

  ػلالبد ث١ٕبد(Binet) : ْٛٔفٟ اٌؾشوبد راد رغبسع ِشوضٞ، اٌمب𝐶 = 𝜌2𝜃  ٠غّؼ 

 . 𝑡  ِٓ دْٚ اعزؼّبي اٌضِٓ   V2 ٚ γثىزبثخ  

=  𝑉:  ٌذ٠ٕب
𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑢  𝜌 + 𝜌

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢  𝜃 ِغ  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=

𝐶

𝜌2
 ٚ  

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=

𝑑𝜌

𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
     

=  𝑉:  ٚػٕذِب ٔؼٛع ٔغذ
𝐶

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝜃
𝑢  𝜌 +

𝐶

𝜌
𝑢  𝜃 

𝑉2:  أٞ =
𝐶2

𝜌4  
𝑑𝜌

𝑑𝜃
 

2
+

𝐶2

𝜌2
 

:  ٚثّب أْ
1

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝜃
= −

𝑑

𝑑𝜃
(

1

𝜌
 :فئْ رٌه ٠غزٍضَ أْ  (

 𝑉2 = 𝐶2   
1

𝜌
 

2
+  

𝑑

𝑑𝜃
 

1

𝜌
  

2

 ".ػلاقح تٍْاخ الأوىى"   ٚرغّٝ ٘زٖ اٌؼلالخ  

 :رزؼٍك ثبٌزغبسع اٌزٞ ٠ىزت" تٍْاخ اىثاٍّح"ػلالخ 

𝛾 =  
𝑑2𝜌

𝑑𝑡2
− 𝜌  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 

2

 𝑢  𝜌 +  2
𝑑𝜌

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+ 𝜌

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
 𝑢  𝜃  

 .  ِؼذِٚخ ٠ّٚىٓ اٌزأوذ ِٓ رٌه ثغٌٙٛخ𝑢  𝜃ٌىْٛ اٌزغبسع ِشوضٞ، فئْ اٌّشوجخ فٟ الارغبٖ 

:  ٌذ٠ٕب
𝑑2𝜌

𝑑𝑡 2
=

𝑑

𝑑𝑡
 
𝑑𝜌

𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
       ٚ 

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=

𝐶

𝜌2
     ٚ

1

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝜃
= −

𝑑

𝑑𝜃
(

1

𝜌
) .  

:   ٠ّىٓ أْ ٔىزت إرْ
𝑑2𝜌

𝑑𝑡 2
=

𝑑

𝑑𝜃
 

𝐶

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝜃
 

𝑑𝜃

𝑑𝑡
:     أٚ

𝑑2𝜌

𝑑𝑡 2
= −

𝐶2

𝜌2

𝑑2

𝑑𝜃 2  
1

𝜌
  

𝜌𝜃 2−:  ٚثّب أْ = −𝜌
𝐶2

𝜌4
= −

𝐶2

𝜌3
 :  ، فئٔٗ ٠ّىٓ أْ ٔىزت 

𝛾 = −
𝐶2

𝜌2
 
1

𝜌
+

𝑑2

𝑑𝜃2
 

1

𝜌
  𝑢  𝜌  

 ".تٍْاخ اىثاٍّح"ٚٔؾظً ثزٌه ػٍٝ ػلالخ 
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 أػَاه ٍىجهح

  على B  وطرفه        𝑂𝑥  على المحور A ٌملك باستمرار طرفه   l  طوله AB  عمود  :1التمرين 

ما .        𝑂𝑥  إلى الزاوٌة التً ٌصنعها العمود مع المحور  𝜑 نشٌر ب  .        𝑂𝑥 العمودي على         𝑂𝑦المحور

𝐴𝑀:   من العمود المعرفة ب Mهو المسار الذي  ترسمه النقطة   = 𝑏 < 𝑙 عندما تتغٌر 𝜑.  

,      𝑂𝑥  في المعلم  t   نقطة مادية بدلالة الزمنإحداثياتتعطى   :2التمرين  𝑂𝑦        النحو التاليىعل :  

𝑥 𝑡 = 2𝑡                        و     𝑦 𝑡 = 4𝑡(𝑡 − 1) 

 . و أرسمه في المعلم الديكارتي ثم حدد نقطة بداية الحركة و اتجاههاعين طبيعة المسار- 1

حدد شعاع السرعة الابتدائية . ، ثم استخرج طويلته  t اللحظة السرعة عند عبارة شعاع احسب - 2

 .ومثله على الرسم

نصف قطر  ، ثم استنتج والناظمية  المماسيةتيهمركب، أحسب بين بأن الحركة ذات تسارع ثابت - 3

 .حدد موقع الانحناء الأكبر على المسار ومركزه .الانحناء

 . مثلهما على المسار؟ينمداع مت التسارعو السرعة اجلها يكون شعاعأ التي من يةالزمن اللحظة هي ما- 4

؟   متوازيينانشعاعفيها الهل توجد لحظة زمنية يكون - 5

,      𝑂𝑥)تتحرك نقطة مادٌة  فً المستوي    :3التمرين  𝑂𝑦      )    لجملة الإحداثٌات الدٌكارتٌة  وفق

= 𝑥 𝑡:     المعادلات   الوسٌطٌة  𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡       و     𝑦 𝑡 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡  ،    حٌث 𝑎،  𝑏   و

𝜔  مقادٌر ثابتة موجبة  مع 𝑏 <  𝑎  و  tهو الزمن  . 

 . ؟ مثله بٌانٌا𝑀ما هً معادلة المسار للنقطة  - 1

 .  وطوٌلته𝑀للنقطة    𝑉  (𝑡) ثم أحسب شعاع السرعة         𝑂𝑀 أعط شعاع الموقع  - 2

 .  وطوٌلته γ  (t)أحسب عبارة شعاع التسارع - 3

𝑈   𝑁   U   T ,  فً الإحداثٌات المنحنٌة  γ  (t) و 𝑉  (𝑡) أكتب عبارتً - 4
ما هً مركبات شعاع الواحدة .  

𝑈   T  .   فً جملة الإحداثٌات الدٌكارتٌة 
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𝑈𝑁  ,  فً القاعدة          γ(𝑡)بٌن أنه ٌمكن كتابة مركبات التسارع  - 5
         𝑈𝑇

𝛾𝑇:    من الشكل         =  
𝑉   .𝛾   

 𝑉    
 

γ𝑁و  =
 V    γ    

 V    
  .γ𝑁 و  𝛾𝑇 استنتج ثم 

 .أحسب عبارة نصف قطر الانحناء للمسار- 6

 .   متسارعة وأٌن تكون متباطئة𝑀حدد فوق المسار أٌن تكون حركة النقطة - 7

 

,𝑂   رؼشف ؽشوخ ٔمطخ ِبد٠خ فٟ عٍّخ الاؽذاص١بد اٌمطج١خ: 4التمرين  𝑈𝜌
     , 𝑈𝜃

: ثبٌّؼبدلاد اٌٛع١ط١خ        

        𝜌 𝑡 = 𝑎𝑡2 + 𝑏ٚ    𝜃 𝑡 = 𝜔𝑡  ؽ١ش  𝑎   ٚ𝑏   ٚ𝜔  ِٛعجخ ٚ دصٛاة t  ِٓ٠ّضً اٌض .

. 𝑎  ٚ 𝑏   ٚ 𝜔  ِب ٟ٘ ٚؽذاد اٌضٛاثذ- 1

 .ِب ٟ٘ ِؼبدٌخ اٌّغبس- 2

 .ٚاعزٕزظ شؼبع اٌٛاؽذح اٌّّبعٟ ٌٍّغبس اؽغت شؼبع اٌغشػخ ٚشؼبع اٌزغبسع  ٚؽ٠ٍٛز١ّٙب- 3

𝑎: اٌم١ُ اٌؼذد٠خ 𝑎 ٚ 𝑏  ٚ ω  اٌؾبٌخ اٌزٟ رأخز ف١ٙب اٌضٛاثذ ٔؼزجش–  4      = 1   ٚ𝑏 = 2   ٚ𝜔 = 𝜋.     

                         : ؽذدصُ ِغبسإٌمطخ اٌّبد٠خ            أسعُ

𝑡 :ِٛلغ إٌمطخ اٌّزؾشوخ ٌّب  - أ = 1 𝑠   ، 𝑡 = 2𝑠     ، 𝑡 = 2.5 s  .

 .شؼبع اٌغشػخ الاثزذائ١خ ِٚضٍٗ ػٍٝ اٌشىً - ة

𝑡  شؼبع اٌغشػخ ٌّب - د = 2𝑠   ٚشؼبع اٌزغبسع ٌّب 𝑡 = 2.5 𝑠  ًِٚضً وً شؼبع ػٍٝ اٌشى .

 

  :تتحرك نقطة مادٌة فً الإحداثٌات القطبٌة وفق المعادلات الوسٌطٌة    :5التمرين 

                                   𝜌 = 𝑅(2 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)    و     𝜃 = 𝜔. 𝑡 

 شكل جدول تغٌر 1-  ,     .ثم أرسم مسار الحركة  بدلالة الزمن  

 .أحسب المركبات القطبٌة لشعاعً السرعة و التسارع ، ثم استنتج المركبات الدٌكارتٌة الموافقة 2-

 . أحسب طوٌلتً السرعة و التسارع  و استنتج المركبتٌن المماسٌة  والناظمٌة لشعاع التسارع3-
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  أحسب نصف قطر انحناء المسار بدلالة الزمن 4-

1 أحسب طول المسار بٌن اللحظة الابتدائٌة 5-   0t  2و اللحظة       2 /t  
 

 :المعادلات الوسٌطٌة هً أعد الإجابة على جمٌع الأسئلة السابقة فً الحالة التً تكون فٌها (إضافي)- 6

               𝜌 = 𝑅(1 − 𝑠𝑖𝑛𝜃)    و     𝜃 = 𝜔. 𝑡.  

 

 :نعتبر اللولب المعرف فً الإحداثٌات الدٌكارتٌة بالمعادلات الوسٌطٌة   :6التمرين 

        𝑥 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡    ،𝑦 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡  ،   𝑧 =
ℎ  𝜔  𝑡

2𝜋
 . ثوابت موجبة  𝜔 و  ℎ  و 𝑅حٌث     

  ، 𝑅   بدلالة 𝑑𝑆 عن    ثم عبر𝑑𝑧 و  𝑑𝑥   ، 𝑑𝑦  من المسار بدلالة 𝑑𝑆   عبر عن قوس عنصري- 1

h ، 𝜔   و . 𝑑𝑡       

= S t    أحسب الفاصلة المنحنٌة-2 M0
 M بٌن     𝑀0 𝑡 =   . 𝑀 𝑡 و    0

 :فً الإحداثٌات الأسطوانٌة معادلات نفس اللولب تكتب- 3

     𝜌 = 𝑅  ،  𝜃 = 𝜔𝑡  ،  𝑧 =
ℎ  𝜔  𝑡

2𝜋
  ثم استنتج 𝑑𝑧  و  𝑑𝜌  ،  𝑑𝜃 بدلالة   𝑑𝑆عبر عن .   

  .𝑑𝑆مرة أخرى عبارة  

UTما هً مركبات شعاع الواحدة المماسً  - 4
      =

dOM        

ds
𝑈𝜌    فً القاعدة 

     , 𝑈𝜃
     , 𝑘     للإحداثٌات

 .الأسطوانٌة

(  Frenet)  فرٌنت  باستعمال علاقة- 5
𝑑𝑈   𝑇

𝑑𝑆
=

𝑈   𝑁

𝑟
 واحسب نصف U   N  حدد شعاع الواحدة الناظمً 

  .ℎ  و 𝑅   بدلالة  𝑟قطر الانحناء  

𝑈𝜌  ترسم هذا اللولب فً القاعدة   M أوجد عبارات السرعة والتسارع لنقطة - 6
     , 𝑈𝜃

     , 𝑘      و بٌن أن   

 .    طوٌلة شعاع السرعة ثابتة

 .وظف نتائج السؤال السابق للحصول على عبارة نصف قطر  انحناء اللولب- 7
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 : بالمعادلات الزمنٌة الأسطوانٌةحركة نقطة مادٌة فً الإحداثٌات تعرف   :7اىرَشٌِ 

( )  2 2   ,      ( )  2    ,        ( )  t tZ t re t re t t      

 :أوجد .   ثابتان موجبان  ω , rحٌث 

 . المركبات الأسطوانٌة لشعاعً السرعة و التسارع  و طوٌلتٌهما1-

 . المركبات الدٌكارتٌة للسرعة و التسارع2-

  المركبتٌن المماسٌة و الناظمٌة لشعاع التسارع 3-

 . أستنتج نصف قطر الانحناء و إحداثٌات مركز الانحناء4-

 .t أحسب طول المسار الذي تقطعه النقطة بٌن اللحظتٌن الابتدائٌة و 5-

,𝑂 رزؾشن ٔمطخ ِبد٠خ فٟ اٌّؼٍُ   (: 2015من امتحان ) 8التمرين  𝑖 , 𝑗   ٚفك اٌّؼبدٌخ اٌض١ِٕخ                                                                         : 

                                    𝑥 𝑡 = 𝑡    ٚ     𝑦 𝑡 = (𝑡 − 1)2     

 .M0  ؽذد ٔمطخ ثذا٠خ اٌؾشوخ. ػ١ٓ ِؼبدٌخ اٌّغبس صُ ِضٍٗ فٟ اٌّؼٍُ -1

𝑉0اٚعذ ل١ّخ شؼبع اٌغشػخ الاثزذائ١خ   .   γ ٚاٌزغبسع     V  اعزخشط ػجبسرٟ شؼبػٟ اٌغشػخ -2
      

 .ِٚضٍٗ ػٍٝ اٌّغبس

 .  صُ اعزخشط ػجبسح ٔظف لطش الأؾٕبء     γ𝑁  ٚإٌبظّٟ       𝛾𝑇اؽغت شؼبػٟ اٌزغبسع اٌّّبعٟ   -3

- أ٠ٓ رىْٛ اٌؾشوخ ِزجبؽئخ  ط- أ٠ٓ رىْٛ اٌؾشوخ ِزغبسػخ  ة- ا: ػٍٝ ِغبس إٌمطخ اٌّزؾشوخ  -4

ِضً شؼبػٟ اٌغشػخ ٚاٌزغبسع ػٍٝ - فٟ اٌؾبٌخ الاخ١شح ط. أ٠ٓ رىْٛ ؽ٠ٍٛخ اٌغشػخ طغشٜ

 .اٌّغبس ٚاعزٕزظ ل١ّخ ٔظف لطش الأؾٕبء
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 اىحشمح اىْضثٍح أو ذشمٍة اىحشماخ: اىفصو اىشاتغ

 

لذ ٔىْٛ أؽ١بٔب فٟ ؽبعخ ٌّؼشفخ ؽشوخ ٔمطخ ِبد٠خ ثبٌٕغجخ ٌّشعغ ِؼ١ٓ ثؼذِب ػشفٕب ؽشوزٙب :  ٍقذٍح

 . ثبٌٕغجخ ٌّشعغ آخش ٘ٛ أ٠ؼب فٟ ؽبٌخ ؽشوخ ثبٌٕغجخ ٌٙزا اٌّشعغ

 ػٕذ دساعخ ؽشوخ ِؼمذح ٌٕمطخ ِبد٠خ، ٠ّىٓ رفى١ه ٘زٖ اٌؾشوخ إٌٝ ِغّٛػخ ؽشوبد ثغ١طخ رغٕذ ف١ٙب وً 

 .ؽشوخ إٌٝ ِشعغ ِؾذد صُ ٔؼ١ذ رشو١ت ٘زٖ اٌؾشوبد ٚفك لٛا١ٔٓ خبطخ ٌٍؾظٛي ػٍٝ اٌؾشوخ الأط١ٍخ

اٌمٛا١ٔٓ اٌزٟ ٔؾظً ػ١ٍٙب .  اٌٙذف ِٓ ٘زا اٌفظً ٘ٛ ِؼشفخ اٌمٛا١ٔٓ اٌزٟ رغّؼ ثزشو١ت ٘زٖ اٌؾشوبد

 .فٟ ؽبٌخ ؽشوز١ٓ ٠ّىٓ رؼ١ّّٙب ػٍٝ ػذد أوجش ِٓ اٌؾشوبد

 

 :اىَشجغ اىْضثً، اىَشجغ اىَطيق- 1

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 ثبٌٕغجخ " ّضثٍح"ثبٌٕغجخ ٌٍّشعغ اٌّطٍك ٚ " ٍطيقح" اٌّمبد٠ش اٌؾشو١خ  ٌٕمطخ ِبد٠خ رغّٝ 

 ٌٚٙزا عٛف ٔزىٍُ ٕ٘ب ػٓ اٌغشػخ اٌّطٍمخ ٚاٌزغبسع اٌّطٍك ثبٌٕغجخ ٌٍّشعغ اٌّطٍك. ٌٍّشعغ إٌغجٟ

ؽشوخ اٌّشعغ إٌغجٟ رىْٛ ِؼشٚفخ رّبِب فٟ . ٚاٌغشػخ إٌغج١خ ٚاٌزغبسع إٌغجٟ ثبٌٕغجخ ٌٍّشعغ إٌغجٟ

 .   ِؼشٚفخ𝑖′   (𝑡)  ،  j′  (𝑡)  ،   𝑘′    (𝑡)   ٚالأشؼخ   𝑂𝑂′        (𝑡)اٌّشعغ اٌّطٍك ٌّب ٠ىْٛ اٌشؼبع   

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   

𝑀 

𝑂𝑂′         

𝑥′ 

𝑂′ 

𝑦′ 

𝑧′ 

𝑖′    

𝑗′    

𝑘′     

 :ٔؼزجش فٟ اٌؾشوخ إٌغج١خ دائّب ِشعؼ١ٓ

 ِشرجؾ ثبٌّؼٍُ  ℛِشعغ صبثذ - 

 𝑂, 𝑖 , 𝑗 , 𝑘    ّٝاىَشجغ اىَطيق ٠ٚغ. 

 ِشرجؾ ثبٌّؼٍُ  ′ℛِشعغ ِزؾشن - 

 𝑂′ , 𝑖′   , 𝑗′   , 𝑘′      ّٝاىَشجغ اىْضثً  ٠ٚغ. 
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 :اىضشػح اىَطيقح واىضشػح اىْضثٍح- 2

,𝑥)  ِؼٍّخ فٟ اٌّشعغ اٌّطٍك ثبلإؽذاص١بد  𝑀 ٌزىٓ ٔمطخ ِزؾشوخ   𝑦, 𝑧)أٚ شؼبع اٌّٛلغ         

𝑂𝑀       = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘    ٚفٟ اٌّشعغ إٌغجٟ ثبلإؽذاص١بد   (𝑥 ′ , 𝑦′ , 𝑧   أٚ شؼبع اٌّٛلغ   (′

𝑂′𝑀         = 𝑥 ′ 𝑖′   + 𝑦′ 𝑗′   + 𝑧 ′𝑘′    .  

𝑽   𝒂:    فٟ اٌّشعغ اٌضبثذ رغّٝ اٌغشػخ اٌّطٍمخ ٚرىزت𝑀 عشػخ   =
𝒅𝑶𝑴        

𝒅𝒕
= 𝒙 𝒊 + 𝒚 𝒋 + 𝒛 𝒌        

𝑽   𝒓:  ٚفٟ اٌّشعغ اٌّزؾشن رغّٝ اٌغشػخ إٌغج١خ ٚرىزت =
𝒅𝑶′𝑴          

𝒅𝒕
= 𝒙′ 𝒊′   + 𝒚′ 𝒋′   + 𝒛′ 𝒌′      .  

 :اىرضاسع اىَطيق واىرضاسع اىْضثً- 3

 : ٌٕفظ إٌمطخ اٌّزؾشوخ اٌغبثمخ ٔؼشف اٌزغبسع اٌّطٍك

  𝜸   𝒂 =
𝒅𝟐𝑶𝑴        

𝒅𝒕𝟐
= 𝒙  𝒊 + 𝒚  𝒋 + 𝒛  𝒌    

 :ٚاٌزغبسع إٌغجٟ

𝜸   𝒓 =
𝒅𝟐𝑶′𝑴         

𝒅𝒕𝟐
= 𝒙′  𝒊′   + 𝒚′  𝒋′   + 𝒛′  𝒌′     

 :ذشمٍة اىحشماخ- 4

  فٟ اٌّشعغ إٌغجٟ ِؼشٚفخ ٚوزٌه ؽشوخ  اٌّشعغ 𝑀فٟ ػ١ٍّخ رشو١ت اٌؾشوبد، ٔؼزجش أْ ؽشوخ   

 .  إٌغجٟ ثبٌٕغجخ ٌٍّشعغ اٌّطٍك

 ذشمٍة اىضشػح: 

=       𝑂𝑀:  شؼبع اٌّٛلغ فٟ اٌّشعغ اٌّطٍك ٠ىزت 𝑂𝑂′        + 𝑂′𝑀          ٚ٘زا ٠ؼط١ٕب شؼبع اٌغشػخ  

𝑉  𝑎:  اٌّطٍمخ =
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
=

𝑑𝑂𝑂′         

𝑑𝑡
+

𝑑𝑂′𝑀         

𝑑𝑡
=         𝑂′𝑀ٚثّب أْ    .  𝑥 ′ 𝑖′   + 𝑦′ 𝑗′   + 𝑧 ′𝑘′     فئٕٔب  

 :ٔؾظً ػٍٝ

𝑉  𝑎 =
𝑑𝑂𝑂′        

𝑑𝑡
+

𝑑𝑥′

𝑑𝑡
 𝑖′   +

𝑑𝑦′

𝑑𝑡
 𝑗′   +

𝑑𝑧′

𝑑𝑡
 𝑘′    + 𝑥 ′

𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+ 𝑦′

𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+ 𝑧 ′

𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
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𝑉  𝑟ٚػٕذِب ٔؼٛع اٌغشػخ إٌغج١خ    = 𝑥′ 𝑖′   + 𝑦′ 𝑗′   + 𝑧′ 𝑘′       ًفٟ اٌؼلالخ اٌغبثمخ، ٔؾظ

 :ػٍٝ

𝑉  𝑎 =
𝑑𝑂𝑂′        

𝑑𝑡
+ 𝑥 ′

𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+ 𝑦′

𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+ 𝑧 ′

𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
+ 𝑉  𝑟    

 

𝑽   𝒂:     أٚ = 𝑽   𝒆 + 𝑽   𝒓   

𝑉  𝑒    :ؽ١ش      =
𝑑𝑂𝑂′       

𝑑𝑡
+ 𝑥′ 𝑑𝑖′  

𝑑𝑡
+ 𝑦′ 𝑑𝑗′  

𝑑𝑡
+ 𝑧′ 𝑑𝑘′   

𝑑𝑡
 Vitesse)   ٚرغّٝ اٌغشػخ اٌّىزغجخ  

d’entrainement .)𝑉  𝑒  رّضً عشػخ إٌمطخ اٌزٟ رزطبثك ِغ  𝑀  فٟ اٌٍؾظخ  𝑡 ٟٚرجمٝ صبثزخ ف  

 .  فٟ اٌّشعغ اٌّطٍك    ′𝑖′     ٚ  𝑗′    ٚ  𝑘  ٚدٚساْ الأشؼخ  ′𝑂اٌّشعغ إٌغجٟ ٚرزؼٍك ثؾشوخ  

 ٌّب رىْٛ ؽشوخ اٌّشعغ إٌغجٟ ٟ٘ فمؾ ؽشوخ أغؾبة ثبٌٕغجخ ٌٍّشعغ اٌّطٍك، : حاىح الاّضحاب

𝑉  𝑒  :  ٚٔؾظً ػٍٝ   رجمٝ صبثزخ    ′𝑖′     ٚ  𝑗′    ٚ  𝑘فئْ أشؼخ اٌٛاؽذح   =
𝑑𝑂𝑂′         

𝑑𝑡
= 𝑉  𝑇  ْلأ  

𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
=

𝑑𝑗 ′    

𝑑𝑡
=

𝑑𝑘′     

𝑑𝑡
= 0     .  𝑉  𝑇  عشػخ أغؾبة اٌّشعغ ٟ٘  ℛ′  ثبٌٕغجخ  ٌٍّشعغ   ℛ.  

  

 

 

 

 

 

 

 .   ػْذٍا ذنىُ حشمح الاّضحاب ٍضرقٍَح ٍْرظَح،  فإُ صشػح الاّضحاب ذنىُ ثاترح

 

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   𝑥′ 

𝑂′ 𝑦′ 

𝑧′ 

𝑖′    

𝑗′    
𝑘′     

𝑥′ 

𝑂′ 𝑦′ 

𝑧′ 

𝑖′    

𝑗′    
𝑘′     

𝑽   𝒂 =
𝒅𝑶𝑶′        

𝒅𝒕
+ 𝑽   𝒓 = 𝑽   𝑻 + 𝑽   𝒓 
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 ُٔؼزجش : حاىح اىذوسا𝑂′  صبثزخ ٚاٌّشعغ  ℛ′  ٠ذٚس ؽٛي اٌّؾٛس  (Δ) ثشؼبع اٌغشػخ  

  . ℛ  فٟ اٌّشعغ اٌّطٍك     ωاٌضا٠ٚخ  

 

 

 

  

 

 

 (Δ)  رذٚس ؽٛي اٌّؾٛس     ′𝑖′     ٚ  𝑗′    ٚ  𝑘ٌٚىْٛ الأشؼخ  

 :   ، ٠ّىٓ أْ ٔغزؼًّ إٌز١غخ اٌزٟ رؾظٍٕب ػ١ٍٙب ػٕذ دساعزٕب ٌٍؾشوخ اٌذائش٠خ ٚٔىزت   ωثغشػخ صا٠ٚخ  

  
𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
= 𝜔    𝑖′       ٚ 

𝑑𝑗 ′    

𝑑𝑡
= 𝜔    𝑗′      ٚ   

𝑑𝑘′     

𝑑𝑡
= 𝜔    𝑘′     .    ٌّٟٚب ٔؼٛع ف𝑉  𝑒ًػٍٝ   ٔؾظ: 

𝑉  𝑒 = 𝑥 ′𝜔    𝑖′   + 𝑦′𝜔    𝑗′   + 𝑧 ′𝜔    𝑘′     

𝑉  𝑒:   أٚ = 𝜔     𝑥 ′ 𝑖′   + 𝑦′ 𝑗′   + 𝑧 ′𝑘′     = 𝜔    𝑂′𝑀          

𝑽   𝒂   :ٚٔغزٕزظ أْ = 𝝎     𝑶′𝑴         + 𝑽   𝒓 

 : فٟ اٌؾبٌخ اٌؼبِخ اٌزٟ رىْٛ ف١ٙب ؽشوخ اٌّشعغ إٌغجٟ ٟ٘ دٚساْ ٚأغؾبة ِؼب، ٠ّىٓ أْ ٔىزت

𝑽   𝒂 = 𝑽   𝑻 + 𝝎       𝑶′𝑴         + 𝑽   𝒓 

𝑽   𝒂   :أٚ =
𝒅𝑶𝑶′         

𝒅𝒕
+ 𝝎       𝑶′𝑴         + 𝑽   𝒓  

O 

x 

y 

z 

𝑖  𝑗  

𝑘   
𝑥′ 

𝑂′ 

𝑦′ 

𝑧′ 

𝑖′    

𝑗′    

𝑘′     

(Δ) 

𝜔    

𝑉  𝑒 =
𝑑𝑂𝑂′        

𝑑𝑡
+ 𝑥 ′

𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+ 𝑦′

𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+ 𝑧 ′

𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
 

𝑉  𝑒 = 𝑥 ′
𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+ 𝑦′

𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+ 𝑧 ′

𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
 

 : رىزت𝑉  𝑒 فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ، اٌغشػخ اٌّىزغجخ  

:    ثابت، أي        ′𝑂𝑂لأن  
𝑑𝑂𝑂′         

𝑑𝑡
= 0   .   
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 ٠ىزت  أطلالب ِٓ اٌّؼبدلاد اٌزٟ رؾظٍٕب ػ١ٍٙب ػٕذ رشو١ت اٌغشػخ اٌّطٍمخ،: ذشمٍة اىرضاسع

 :اٌزغبسع اٌّطٍك وّب ٠ٍٟ

𝛾 𝑎 =
𝑑2𝑂𝑀       

𝑑𝑡2
=

𝑑2𝑂𝑂′        

𝑑𝑡2
+

𝑑2𝑂′𝑀         

𝑑𝑡2
 

 

𝛾 𝑎 =
𝑑2𝑂𝑂′        

𝑑𝑡2
+

𝑑

𝑑𝑡
 
𝑑𝑥′

𝑑𝑡
 𝑖′   +

𝑑𝑦′

𝑑𝑡
 𝑗′   +

𝑑𝑧′

𝑑𝑡
 𝑘′    + 𝑥 ′

𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+ 𝑦′

𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+ 𝑧 ′

𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
  

 

𝛾 𝑎 =
𝑑2𝑂𝑂′        

𝑑𝑡2
+

𝑑2𝑥′

𝑑𝑡2
 𝑖′   +

𝑑2𝑦′

𝑑𝑡2
 𝑗′   +

𝑑2𝑧′

𝑑𝑡2
 𝑘′    + 𝑥 ′

𝑑2𝑖′   

𝑑𝑡2
+ 𝑦′ 

𝑑2𝑗′   

𝑑𝑡2
+ 𝑧 ′

𝑑2𝑘′    

𝑑𝑡2

+ 2  
𝑑𝑥′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+

𝑑𝑦′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+

𝑑𝑧′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
  

𝜸   𝒂    :٠ّٚىٓ أْ ٔىزت = 𝜸   𝒆 + 𝜸   𝒄 + 𝜸   𝒆 

 :ؽ١ش

𝛾 e =
𝑑2𝑂𝑂′        

𝑑𝑡2
+ 𝑥 ′

𝑑2𝑖′   

𝑑𝑡2
+ 𝑦′ 

𝑑2𝑗′   

𝑑𝑡2
+ 𝑧 ′

𝑑2𝑘′    

𝑑𝑡2
 

 

𝛾 𝑐 = 2  
𝑑𝑥′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+

𝑑𝑦′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+

𝑑𝑧′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
  

 

𝛾 𝑟 =
𝑑2𝑦′

𝑑𝑡2
 𝑗′   +

𝑑2𝑧′

𝑑𝑡2
 𝑘′    + 𝑥 ′

𝑑2𝑖′   

𝑑𝑡2
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 𝛾 𝑒  ٚ ٠غّٝ اٌزغبسع اٌّىزغت  𝛾 𝑐 ٠غّٝ اٌزغبسع اٌّىًّ أٚ الإػبفٟ اٌّشٙٛس ثزغبسع  

  .( Coriolis )مىسٌىىٍش 

  ؽشوخ أغؾبة ٚدٚساْ فٟ ٔفظ اٌٛلذ ثبٌٕغجخ ′ℛ فٟ اٌؾبٌخ اٌؼبِخ اٌزٟ ٠ٍّه ف١ٙب اٌّشعغ إٌغجٟ  

:   ، ٌذ٠ٕبℛٌٍّشعغ اٌّطٍك  
𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
= 𝜔    𝑖′       ٚ 

𝑑𝑗 ′    

𝑑𝑡
= 𝜔    𝑗′     ٚ   

𝑑𝑘′     

𝑑𝑡
= 𝜔    𝑘′    ٌِّٝب ٠ؤدٞ إ    : 

𝑑2𝑖′   

𝑑𝑡2
= 𝜔     𝑖′   + 𝜔    (𝜔    𝑖′   ) 

𝑑2𝑗′   

𝑑𝑡2
= 𝜔     𝑗′   + 𝜔    (𝜔    𝑗′   ) 

𝑑2𝑘′    

𝑑𝑡2
= 𝜔     𝑘′    + 𝜔    (𝜔    𝑘′    ) 

 :  ٔغذ𝛾 𝑎ٚػٕذِب ٔؼٛع فٟ ػجبسح  

𝛾 𝑒 =
𝑑2𝑂𝑂′        

𝑑𝑡2
+ 𝜔     𝑂′𝑀         + 𝜔    (𝜔    𝑂𝑀′         ) 

𝛾 𝑐 = 2𝜔     
𝑑𝑥′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑖′   

𝑑𝑡
+

𝑑𝑦′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑗′   

𝑑𝑡
+

𝑑𝑧′

𝑑𝑡
 
𝑑𝑘′    

𝑑𝑡
 = 2𝜔    𝑉  𝑟  

=    𝜔ٚفٟ إٌٙب٠خ ٔؾظً ػٍٝ اٌزغبسع اٌّطٍك، ِغ الإشبسح إٌٝ أْ   
𝑑𝜔    

𝑑𝑡
:  

𝜸   𝒂 =
𝒅𝟐𝑶𝑶′        

𝒅𝒕𝟐
+ 𝝎      𝑶′𝑴          + 𝝎      𝝎     𝑶𝑴′           + 𝟐𝝎     𝑽   𝒓 + 𝜸   𝒓 

𝛾 𝑐   ٠ىْٛ    = =   𝜔:    ٌّب  0 𝑉  𝑟   أٚ     0 = ∥   𝜔   أٚ       0 𝑉  𝑟.    ْٛ٠ى  𝛾 𝑒 = =   𝜔:    ٌّب  0 0     

   ٚ
𝑑2𝑂𝑂′         

𝑑𝑡 2
= 𝜸   𝒂ٚٔغزٕزظ إرْ أْ    .   0 = 𝜸   𝒓   ٟ٘ ٟحشمح ٍضرقٍَح فمؾ ٌّب رىْٛ ؽشوخ اٌّؼٍُ إٌغج

 .ثبٌٕغجخ ٌٍّشعغ اٌّطٍكٍْرظَح 


